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PREDGOVOR 


U ovoj knjizi obrađena su u vidu riješenih zadataka sljedeća područja: 
određeni integral funkcija jedne promjenljive, nesvojstveni integral funkcija 
jedne promjenljive, primjena određenog integrala u nekim oblastima geo- 
metrije, dvostruki i trostruki integral. 


Glavu II ove knjige obradio je H. Fatkić. 


Osnova za izradu knjige bio je plan i program Matematike II Elektro- 
tehničkog fakulteta u Sarajevu. Cilj je — pomoći studentima da samostalno 
rješavaju zadatke i matematičke probleme iz pomenutih oblasti matematike. 


Svakom poglavlju prethodi potreban broj definicija 1 teorema. Pozna- 
vanje navedenih definicija i teorema je uvjet bez kojeg ne bi bilo moguće 
samostalno rješavati zadatke datog programa. Sama činjenica da je naveden 
nužan broj definicija i teorema ne znači sistematsko izlaganje teorije. S tim 
pitanjem čitalac će se opširnije upoznati samo ako sistematski prouči odre- 
đene udžbenike iz više matematike. 

Najveći broj postavljenih zadataka riješen je u svim pojedinostima — 
sistematično i do kraja. Za jedan broj zadataka navedeno je uputstvo, sa 
rezultatom ili bez rezultata. Također, jedan broj zadataka naveden je bez 
uputstva, sa rezultatom ili bez rezultata. 


Ako čitalac želi da mu ova zbirka zadataka pomogne u izučavanju ma- 
tematike, ovu knjigu mora proučavati na određen način. Najbolje će biti da 
čitalac svaki zadatak nastoji riješiti sam, ne gledajući na postupak rješavanja 
koji je dan u tekstu. Tek nakon toga, ili nakon ponovljenih pokušaja (ako je 
potrebno), treba da pogleda način na koji je zadatak riješen u knjizi. Jer, 
samo ,,čitanje'? knjige, odnosno provjeravanje datih postupaka kod riješenih 
zadataka, je beskorisno. 


Ovom zbirkom mogu se koristiti i studenti svih drugih tehničkih fakul- 


teta, kao i studenti fakulteta čiji je program sličan programu matematike na 
elektrotehničkom fakultetu. 


Tekst knjige pregledao je recenzent, akađemik dr Mahmut Bajraktare- 
vić,redovni profesor Prirodno-matematičkog fakulteta u Sarajevu, koji je 
dao niz korisnih primjedbi i sugestija. Zato je autorima bilo moguće da u 
rukopisu izvrše određene ispravke i dopune, pa je time tekst postao precizniji. 


1". Nesvojstveni integrali sa beskonačnim granicama ....-+.-+++...+..-+-+-+--- 82 


2". Nesvojstveni integrali neograničenih funkcija +... +++-+++..-.-..++-+-+--+--+- 84 
3". Glavna vrijednost integrala 8-++-++++--+-++++++++++-+....-++-+-+-++++- 86 
Zadaci (13113-1333 tirani sreo va SVEO IT U TARE re VeE 87 
'14. Razni zadaci (14.1.—14.242) 11115 2212++2+22++++2++2211+1+12-+--++02+2+-+-+-- 101 
IE glava 

Neke primjene određenog integrala u geometriji 
1. Izračunavanje površine likova U ravni 28-+++...-+-+...+++..+....-.-...-...-.-.-++-- 113 
1". Površina lika u pravouglim koordinatama -+-+-+-+++-+.-++..++..+...+-+.++---.- 113 
2". Površina lika u polarnim koordinatama -+-+-+-+--++-++++..+.+......-+.+..--++.- 115 
3". Površina sektora u parametarskom obliku +-++.+++++++.+++.+.-++++++.+.-.. 116 
Zadaci (14 —1.3535) o ie ee ee EK SG eg e LA kata BG 117 
2. Izračunavanje dužine luka krive linije u ravni (rektifikacija krive) ........,. 140 
Zadaci (2.1.—2.20.) 11 +++-+++++++++-+-++--. Ka aje MR EK i PE LES Sele 142 
3. Izračunavanje površine rotacionih površi (komplanacija obrtnih površi) ...... 152 
Zadaci (3.1.—3.10.)_......... JAZ ee Pre a AG i o Td JE ROG ara ai pa Doe 155 
4. Izračunavanje zapremine rotacionih tijela (kubatura obrtnih tijela) ...... .. 168 
Zadaci (4.1.—4.5) ++++++++.+.+..-.-... MA i dIE s RON Ke sa i ra OG 170 


INTEGRALNI RAČUN FUNKCIJA DVIJU EI VIŠE PROMJENLJIVIH 
I JII glava 


Višestruki integrali 


1. Dvostruki integral ........ KA SEE a SjeraG re rei BE garage MK On aan SZ o dja 177 
Zadaci AI =S1 TAJ 1 I MEKI ER lete Srde da a ata SEE OPERI 183 
2, -PFOStTUKI. Integral. s See ee apo aa e u BALADA o deka 228 


I glava 
ODREĐENI INTEGRAL 


1. Neki problemi koji dovode do pojma 
određenog integrala 


Postoji niz problema iz oblasti geometrije, fizike, mehanike i drugih 
prirodnih nauka koji dovode do pojma određenog tntegrala. 

Neka je funkcija f(x) definirana i ograničena na segmentu {a, b| i neka. 
je = XLKGLKGLN. XX £ZXGLGC Ka £Z X, = bjedna podjela. 
tog segmenta. 

Označimo sa 


T, = (za %1, T, = (xo xh ee, 1; = (x;-1 xl1,. +, 1, = {X,-v x,| 


podsegmente (ćelije) podjele segmenta {a, 5), a podjelu r,, T2,.+-+.+,T;;-.+-+,Tx 
označimo sa (r) : 

Neka su 21;, 72, + +, Mj Mj = +. MM, infimumi skupa svih vrijed— 
nosti funkcije f (x) na podsegmentima r; (š = 1, 2,...,1), a Mp Ma e.-, 
M;u My ++ +, Mu M, su supremumi skupa svih vrijednosti funkcije na. 
odgovarajućim podsegmentima T;. 

Ako je f(x) nenegativna i ograničena funkcija na segmentu {a, b|, tada. 
zbroj 


n 
20, + 102 +... + MO; +... + mm, 0, = Ž MO; 
i=1 
gdje je o; = x; — x 1. G = 1,2,...,N), predstavlja površinu (uvjetno ka- 
zano površinu) stepenastog poligona upisanog u krivolinijski trapez odozgo 
omeđen grafikom funkcije f(x), sa strana pravcima x = adi x = b, a odozdo 
segmentom (a, b) x-osi za proizvoljnu podjelu (T) segmenta (a, b|. 
Zbroj 


MC + M;0, +... + Mo; +... + MC, = M;0, 


predstavlja površinu oko navedenog krivolinijskog trapeza opisanog stepenastog 
poligona za proizvoljnu podjelu (r) segmenta (a, 51. 


Ako je 
lim S. m, (x; — %j-) = lim s M; (x; ma)" =L 
n2+C0 ;=1 (rad 
8, = max {(x;— %u)}—20| 8, = max {Ci %j-1)} + 0 


i=1,2,+.01 : - i=1,2,. 
tada je broj I površina datog krivolinijskog trapeza, pri čemu podjelu segmenta 


{a, 51 produžavamo tako da 0, = max {(x; — X;-)}—2 0 (n— + 0). 
i=1,2,.-.1 


Zadaci (1.1. — 1.5.) 
1.1. Odrediti površinu lika koji je ograničen grafikom funkcije f (x) = x, 
segmentom {0, 1) x-ose, te ordinatama tačaka grafika čije su apscise x = 0, 


X=l; 


Rješenje. 


ža :, 
Podijelimo segment {0,1) na ns jednakih podsegmenata ==| = u "| 
n 
(G= 1,2,.- -+1). Funkcija f (x) = x je monotona — rastuća funkcija na segmentu (0,1). 
Pošto je f (x) = x neprekidna funkcija, to se donje (gornje) međe funkcije na podsegmentima 
T;(i = 1,2,.+-,1) podularaju sa najmanjim (najvećim) vrijednostima funkcije f(x) na 
odgovarajućim podsegmentima 7;, tj. 


10% mei) = pom) te 
==) =55 
me) = eo) Pro) 
%=1(5)=2 
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Pošto smo segment (0, 1) podijelili na na jednakih dijelova, ' "to je dužina svake ćelije 7, 
t t—1 1 
jednaka 4; = — — =. 
n n n £ 


Prema tome, površina upisanog stepenastog poligona je jednaka . 


ki £i-11 151 2 i—1 n—1 
Žma= 3 -=-(-+—_+...+ PRE) 
| n n n\n n n 7 
i=1 i=1 U 
1 . n(n—1). n—=1. 
BIKA sijelo es VE La 10 
n? 2n 2n 


a površina opisanog stepenastog poligona je : 


: 71. 15,1 2 i nm, 
Mi, = L=2(5+5++-+2+-+Ž)= 
i-1 i n n n n n n n 


1 na+1) n+1 
= —_— 2+3+.-. = = Ž 
a+ +3+ + 1) 27 22 


Otuda slijedi 


1 
Broj P = 7 je vrijednost površine trokuta ograničenog pravcem f(x) = x, $eg- 


mentom {0, 1) na x-osi, te ordinatama tačaka grafika čije su apscise x = 0, x=1. 


1.2. Izračunati površinu krivolinijskog trokuta ograničenog grafikom 
funkcije f (x) = = xX?), segmentom 10, 1) na x-osi, te ordinatama tačaka grafika 
čije su apscise x = 0, x = 1. 


Rješenje. 


Segment {0,1)x-ose podijelimo kao i u zadatku 1.1. Iz činjenice da je f(x) = x? 
monotono-rastuća i neprekidna funkcija na segmentu {0,1), slijedi: 


-19—0% =) =) = om) = SE. 
an-rEhj OH 
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1 
=gAH2 HAHA) = 


_nn—OCn—1)| 
u 61 ; 


SMs=S()2=Ža+2++2B2+P += 


_n(n+ 1)C22+1 
u 61" 


Prelaskom na graničnu vrijednost, dobijamo 
n 


lim S mei = lim no Or 1) 1 


"240 TI, n?+o 61? ES 


lim S Mo, = im OHVO=+D_1 
n++4%X i=1 Ne EEP Sr 3 


Broj P = = je vrijednost površine krivolinijskog trokuta ograničenog grafikom 
funkcije f(x) = x?, segmentom {0, 1J ose apscisa, te pravama x=0ix=1. 


_. L3. Naći površinu krivolinijskog trougla ograničenog grafikom funk- 
cije f(x) = x?, segmentom (0, 1) ose apscisa, te pravcima x = 0, x = 1. 


Uputa. 


Ako primijenimo postupak kao u zadacima 1.1. i 1.2., dobijemo: 


= £fi-=183 1. 1 (n—1) 
Žre= ZE} 1-1 5 


4 mo 


dd 


ze JE 


n 4 9 


i=1 


1,4. Izračunati površinu krivolinijskog. trapeza ograničenog krivom 
f(x) =2 (O Za 1), segmentom |b,c| ose apscisa i pravcima x = b, 
xX= EC. 

Rješenje. 


Ako segment (5, c) podijelimo na n jednakih dijelova, tada će duljina podseg- 
menta r; = (x;__1u %;|) biti jednaka x; — x;_, = = 


= a 
G = 1,2,..,1). 
n 
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Pošto je funkcija f(x) monotolo opadajuća i neprekidna na segmentu (6, c}, to-je: 
b :=b 


e—b 
— -2 _ ee adi 
= aga" som = TG) =}(6+£ em) =8a" " 
); a : 


c--b 


M =f(x9 =f/0) = 8, M -f()=( + =?) =da", 


5 Ma = fu =f(6+ mn v)=a Ci 


n 
Odavde? slijedi: 


e—b c 


n —5 
datu (n—1 = 
S Mi = (at Hata 1 +. ata TE Je Za 


e s "_ ad—a 
KG : = n Ksie 
lim S, mis = (a? — a) lima ? lim —— = ; 
n+ neda nrbo | c—b na 
i=1 1 "-" 

-a" 


nn 
I _ n Boe 
lim ). Mis; = (ah — a") lim = 


1,3. Zadatak 1.4. riješiti za: 1. as 1 12% a—e. 


2. Gornja i donja Darbouxova suma 


Neka je (a, b|(a X b) segment na osi x, a f(x) je realna funkcija defi- 


nirana i ograničena na {a, b). i 
Označimo sa m donju, a sa M gornju među funkcije f (x) na {a, 4), Neka 


je (r) — jedna podjela segmenta {a, 5), m; ({ = 1,2,...,n) donje, a M; 
I 13 


. ..32) gornje međe f(x) na odgovarajućim podsegmentima T; 


= k podjele ke 


sija S mo; je donja, a _Sm)= I My; 


i=1 i=1 


gornja Darbouxova (Darbu) suma za f (x) na (la, 5) za podjelu (r). 


Skup svih donjih (gornjih) Darbouxovih suma funkcije ograničena na 


(a, b) je ograničen, tj. m(b — a) =S(T) SS(T) SM (5 — a). 


Zadaci (241.—2.3.) 


2.1. Odrediti donju i gornju Darbouxovu sumu funkcije 


fk) = { x?, zax (0 


I 
za x=0, 


za barem dvije različite podjele segmenta {0, 1). 


GT 


Segment (0, 1} podijelimo na 2 jednakih dijelova (ekvidistantna podjela), 


i ovu Tit označimo sa (='). Funkcija f (x) je neprekidna na (0, 1}, aux = 0 ima prekid, 
jerje limf(x) =0,af(0)=1. Dakle, f (x)i ima prekid na segmentu (0,1}zax = 0. 


Duljine podsegmenata (ćelija) zi (€ = 1,2,...,n) {podjele G') iznose je — 


"01 


1 
n 


G = 1,2,...,1n), Zbog toga imamo: 
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1 
SCE)= S moj = MC + IJKI =— -o+LGG)+ 


i=1 i=1 


KOE EN Ta" +++-+ 


" 


- 11 
+) = pa+2 H+ Dr + HA D9e 
ZEDD 
= 6. 0 


SC) = I Moj = Mo, + S r6da =Lax1 LGG)+. 


i=1 i=2 
UA dpy2ro. pi. pad 
+= += = + (C) £:+-+(2) +: +() )- 
aa _ 282 +98+n—6 
62 oa 
(a) Očigledno je da važi OSST) =SC)£1 za svako ns1. 


(b) Pokažimo da niz S, (T) |B DErD raste, a niz $, (T) = 
2n\Tr, " 


28 +9N+n—6 SE 
67 opada, 
Zaista, D 
n(2n+1 n—1)(2n— 
Sama) — S, CT) ; ut a 


6(n +1} 61" 


_3M%+n-1 
—60+ + Din? ž 


S obzirom da je nazivnik uvijek pozitivan, a brojnik je veći od nule za svako a 5 1, zaklju- 
čujemo da niz {$4 (r)}} raste. 


Na analogan način se pokazuje da niz {5 (x')}{} opada. 

2", Segment (0, 1} podijelimo na dva dijela: (o -)i NE ! — 1) Č Sada segment |-: 1) 
dijelimo takvom podjelom da brojevi x; b= 1,2,...,,%1 + 1) rastu u geomičttljskoj pro- 
gresiji, tj. 
sma La ne LOVE). Sam 
NIT, ara = (Wa) = = 

Ovu podjelu segmenta EH ; 1) označimo sa GE), čije su ćelije 1 = (xx) i = 
= 2,3,.+.+.,1 + 1). Duljine ćelija 1;" su op" = x; — šp -1 ere Ve = 
= Via). 

Sa r, označimo segment (o 1). 


Neka (r+%) podjela segmenta H u i|i i segment ram pd = čine podjelu segmenta: 


(0, 1}. Ovu podjelu označimo sa (r"), a podsegmente podjele sa (me? (€ = 1,2,.+.412 + 1). 


(Ako segment {a,b}, 0 £ a £ b, dijelimo brojevima x; € = 1,2, ..-,2) koji rastu. 
u geometrijskoj progresiji, onda stavljamo Me 


i 

kak E b\" 
x; = 09, b= xx = af' 34 = "|—, u=a(—) ). 
a "=. a! . ! 


Donje i gornje međe funkcije f(x) na ćelijama r;" su: 


m=0, m= fp =S({)=(L),..o m = 0) = 


i—1 : 17 ml 


{ i F I MES 
=f(- m") = (77) se Mm = f(n) = (77 kj ) ; 
M,=f(x)=f0O=1, M =f(x)= (- ,"), + M = f(x) = 
= (- n"), es M = (ter) =f()=1. 
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Prema tome, 


n n i—1 21 
s€)= Z mtmn= Z(zn") —n" Wn—1)= 
i=0 i=1 
ng SA lp 0202 
a — "= — 
= n "Sr = = n "ajiku SkoćE 
i=1 
1 
3i 31 Ps 3 31—3 3n—3 
+n"+...+n")= d+n" +." da 
+ = 
_n"—1 N—1 n" —1 —1 
= 3 9 d CES NNE 
n"—1 (n" — 1) ("1 a" + 1) 
"= n"—1 
St JE RE 
n%(n? ) 
id 1 ulila 1: 1 j_i 
SE) = S Moea = 21+S (La) — n% "ri = 
G nn , n 
1=0 i=1 
me 1 47 3i 1 G 1 1 
zh = "s ,_ 1, 1"—1), =Viz 
= T ne n ja a? = _n 3 
1= 
n" —1 
z 
n" (n—1) 
=" 2 T 


NW(n" + n"+ 1) 


%e) Očigledno je da važi. 0 £ s G")£S(C)£1.. 


(d) Pokazati da niz 
N—i 
2 LI 
n(n" + nn? + D 


Sa GC")= 


raste, a niz 


2 € 
_ 1 n" 2 —1) | 
S.) =— + _ 1 ) — 
-n 


m(n" +n"+1) 
opada kad n raste preko skupa prirodnih brojeva. 


(e)  Odrediti N tako da za svako na — N važe nejednakosti " 


(s. 0—3|=3 100? 
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1 Sa (r)— (= 


2.2. Data je funkcija f(x) = x |. x2. 
(a) Dijeleći segment {0, 1) na 2 jednakih dijelova, odrediti donju S, S, (T) 
i gornju S,(r) Darbouxovu sumu. 
(b) Ispitati monotonost i konvergenciju nizova {S, (T)}F, {S,(0)}P. 
(c) Odrediti broj N tako da za svako n — N važe nejednakosti |8,C) — 
—1|£ 6, IS, MTD—I|£ £, pri čemu je I = lim S, (T), I = lim Š, (T). 


=STA n7+D 


Uputa. 
Koristiti se rezultatima dobivenim u zadacima 1.1. i 1.2. 


2.3. Uraditi sve što se traži u zadatku 2.2., ali samo za funkciju f(x) = 
%—x, 0 £x£1. 


3. Određeni integral kao limes sume 


Neka je f(x) ograničena funkcija na segmentu (a,b). Segment {a, b) 
podijelimo na n dijelova r;, jednakih ili nejednakih. Označimo sa £; € T; 
(i = 1,2,...,%) pa Ne ili, _T je isto, 

a=Xx SK S£a,LKĆEOE, S -KXn ZE, KX=b. 
Suma 


S(MD=2 f(E)6; 
f=1 


zove se integralna suma (u Rimannovom smislu) za funkciju f (x) na segmentu 
(a, b1. 
Za proizvoljnu (r)-podjelu važi 


SDE£FS(TS=S()). 


Sl. 3.1. 


Funkcija f (x) ograničena na segmentu {a,b) naziva se integrabilnom 
na tome segmentu ako postoji granična vrijednost integralnih suma ove funk- 
cije, tj. 

na 
I= lim ŽZf(E)o; 
N2T+C {=1 
Max. {0;}—0 
i=1,2,+++,N 


za bilo koju podjelu segmenta {a, 5), nazavisno od izbora tačaka £; € r;. 
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Broj I naziva se određenim integralom funkcije f (x) na segmentu {a, 5), 
što Getavanio na ovaj način 


I= (70)4x 


Za slabi funkciju f(x), definiranu i ograničenu na segmentu {a, b1, 
postoje granične vrijednosti 


koje se Zovu donji, odnosno gornji integral funkcije f (x) na {a, 5). 
Da bi funkcija f(x), definirana i ograničena na segmentu fa, b), bila na 
La, b) integrabilna, potrebno je i dovoljno da je I = Ii ova zajednička vri- 
b H 
jednost je integral U f(x) dx. 


Da bi funkcija f(x), ograničena na segmentu {a, 5), bila integrabilna 
na tome segmentu, potrebno je da j je li: line (x) = 0 za svaki niz podjela seg- 


menta {a, b) za koji 6,, = max {Gi }-%0 vezi + 0), i dovoljno je da postoji 
jedan niz podjela tog Sedna 'za koji 80,—0 (n + + %) takav da je za taj 


niz podjela lim 2 (Tr) = 0. Pri tome je 
n+ 


R(T) = S) — S) = (M;— m) 6; = 
, i=1 

Ž W; o 

i=1 


gdje je 
o; = M;—mM; 


oscilacija date funkcije na podsegmentu T;. 


Zadaci (3.1.—3.6.) 
3.1. Koristeći uslov lim2C) = = 0, pokazati da je funkcija f(x) = x? 
integrabilna na segmentu DO. 1). 
Rješenje. : 
—_ Na osnovu rezultata u zadatku 1.2. -je I 
a 2 im ig_l 
s9=-30-s0= ŽGJ-E|- 
i=1 


_G+VCAH_ nmI)Cn—1)_ 1. 1 
= 61% Sb De "lG 


gdje je uzet niz ekvidistan tnih podjela. na dstom segrnentu. 
18 


3.2.a. Koristeći uvjet lim O (7) = 0, ispitaj da li je funkcija f(x) = 
s =. nI+4HG " 
= x3 — 2%? + x + 1 integrabilna na segmentu {—1, 3)... 


Rješenje. 

Segment (—1,3) podijelimo na n dijelova na bilo koji način, tako da je 
Parka ke 6 ove podjele koju ćemo označiti sa (r). Označimo sa £;, odnosno 7); apscisu 
tačke iz (x;, x;-,) u kojoj funkcija ima snaksimalnu, odnosno minimalnu vrijednost. Tada je 

o; =f(t) f(n) = 8 —2 A + $— 98 + 2129; = 
= (€;— Np) EE + n+ $mi—2 6 —24 + V. 

Pošto je |£;| £ 3, |n; £ 3 € = 1,2, .. ., 1), to postoji broj K = 0 takav da je 
162 + n% + 584 —2 $— 24 + HK. 


Kako je |; —nl S max  |x4—xjgl £ 8, to na segmentu (—1, 3) važi 
2? 


=1,2,+..,1 


n n 7 
NRD9= og = KOJ o =4K6. 


i=1 z=1 
I H 
Za po volji mali £ = O odaberimo G takav da bude 6 = AK. Otuda imamo £ (Tr) £ £€, 
tj. lim 2 (c) = 0. Time smo pokazali integrabilnost funkcije f(x) na segmentu (—1, 3J. 


n+ D a 


3.2.b.  Dokaži da funkcija 


1 ako je x racionalno 
—1 ako je x iracionalno 


x(x) = | 
nije integrabilna ni na kojem segmentu (a, b). 


Rješenje. 


Podijelimo segment {a, 5} na.n dijelova duljine 0; = x;— x;-1+. U svakom od tih 
intervala 0; = 2. Zbog toga je 


2M)= S ;%4=26—a). 


i=1 
Tvrdnja je dokazana. 


1 
3.3.  Izračunati po definiciji integral f E dx. 
DI 


(a) Podijelimo interval {0, 11 na n jednakih dijelova dužine a 
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Gornja suma je 
1 2 4-1 ua 


S S aa n ; no n 1 
ŠH= S Mo =(e" He" +... +2" +e")—= 


1 
I = lim S(r) = (e — D lim e" lim ; = 
nj H+ 


y}0 n+HC 


=e— 1. 


= (e — 1)lime"lim 
u) u+,0 e€" — 1 


I, pa 


Na analogan način dolazimo do I = lim S(T) =e— 1, tj, I 
n+ 0 
i 
je | dx =e— 1. 
0 
(b)  Riješimo zadatak preko integ- 
ralnih suma. Neka je (1) — podjela kao 
i ranije, tj. 


= | 
%u=|—; " 
n " 


Neka je . 

1 /2 ;i—1 1 2—1 
€;= (= = E '. 
.2\n. nn 7. 2 n 

n 2:—1 


1 
(ear= Zf) Ax=} 07 = 


1. 


mm a mak. 
.+e -He n= 1 
e" — 1 


Limes ovog izraza kad 
n+C0 je 


1 M 
{fedx=e—1. 
o 


3.4. Odrediti graničnu vrijednost gornjih i. donjih. integralnih suma 
(gornji i donji integral) funkcije f (x) = log, x na segmentu (0, cJ. 
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Rješenje. 

Data funkcija nije ograničena u razmaku (0, Hoo) i nije definisana u razmaku 
(—c, 0). Zbog toga ćemo uzeti b = 0. Za ovakvo 5 funkcija je neprekidna iza O = a= 1 
opadajuća, a za a = 1 rastuća. Mi ćemo zadatak riješiti za a = 1. 

Podijelimo segment {b,c} na ćelije, tačkama: ' 


b, bg, bg", .-., bg", (T) — podjela, 


c i 
gdje je bg" = c, tj. g = | san ako n— + X). 
Pošto je funkcija neprekidna i rastuća, biće; 


i—1 i—1 


m == () "J=ts(t() JE Si soi 
Mi=f0p)=(b 9) = loga (d (£)') s = 12557). 


Dakle, imamo 


|=- 


i—1 i—1 


so= Žma= Ze(g)Je() ei) 


i=1 i=1 


ili 
SG) = Ž} loga (bg?) = bit (g— 1) = bla 1) Ž Pog,6+(i—1) loga) = 
i=1 =1 
= b(g—1) loga 5: S Eak S 6— De"). 
Iz i=1 i=1 
n 
5-4 
I i=1 1— 
ET 
.g,_ dje _d (f"—a_ O+DE pr 
igi-1 = i) = = a 
za %(2,%) 2\ 24—1 ) 3—1 (2—2)? 
slijedi: 
=2f 2" —1 
S) = b(a—1) (loga b — tt 
; a+ DA NM asignami.) SEM 
+ log, 4 PETI — 10844 i. 


.= —mblog,b + bloga bg" —blog,4' 9" + b108,4 + blog, g- (n+ 1) g''— 


= loga 4" (g""" — 1) = (c — b)}log, b —cloga a + 5108, 4 + 


cg b 
F (1 DV el0gag— 0801 + 0Be 1 = o loga c — bloga b + 


log, 2 


+ bloga g— (a) 7 =" 
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Na analogan način dobijamo, 


SE) = S Mo; = 108, (bg!) Bai 6 — 1) = 


i=1 i=1 


= b(g—1) O g'" doga b + log, 4) = 
i=1 


-SG—D(oet: LE + eg (SEE 0) = 


= 
= Ccloggyb —blogaub + (n+ 1)c: - loga 4 — (ca — bb)" HC 
mili lo; 
= cloga 6—b1Oga b + c loga 4 — (cg — 8) 22). 
Otuda, I 
log, 4 
I= lim S (2) — celog c—blogab + lim ($108. 4— (cg —b) = 
U nor —1 
1 
glna 
Koje ou SG S = SIE 
c—a 
= cloga c— blogu b— IG 
Na analogan način dobijamo, - 
= = " c—b_\, im 
I= lim S(r) = clog,c —b logub— —, U. I = I. 
n+ na = 


Dakle, funkcija f(x) = log, x je integrabilna na segmentu (6, c), Ob cia21, 
pa pišemo . i ; 


" ! 
ec—b 
f log,xdx = € log, c—blog,? Sveg 


tc 


3,5. Za Oza£l, 0£b=e odrediti f 108, x dx, i to: 
: b 
(a) pomoću definicije određenog integrala, 


(b) koristeći dobiveni rezultat u zadatku 3.4. ' 


3.6.  Dokazati da je funkcija f(x) = integrabilna na. proizvoljnom seg- 
a x 
mentu {a,4}, Oza b. 
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Rješenje. 
Podijelimo segment {a, 5} na ćelije, tačkama 
a, 49, 48%,.. +, 09", 
= 
n 


gdje je ag" = b, tj. g = C) 
Data funkcija je opadajuća i neprekidna, pa i ograničena na (a, 65). Zbog toga je 


1 1 . 
m=fx)=—= —,(G= 1,2,.+. ,1); 
Xi ag' 


£- 
= 0 G6= 1525 ++ 91). 


1 
M; = f(x) = 
Xi 


Kako je 
oj = 5; — Xia = agi — agih = a (g— 1) gi, 
bit će ! 
n n ; n Gori = 1 
s9=X mu= S a= dete EL en 
i= i=1 i=1 a ) 
%; 
1 n 
r(t) ="(t—(z)); 
4 b 
n n A n 
S()= S MG 2, ade ŽU_-Vb=n(a-d= 
i=1 i=1 {=1 
L 
;b\" 
-"((5) 1) 
a 
Prema tome, imamo 
L 
a n 
ist) 
a U 
I= lim S() = lim = lim h—: = 
== Lim n-y-+ 0 1 v+0, 2 bh(1—v) 
n 
ni nb — in 
= —n—' lim —— = = ! 
b 1-0. In(1 + 2) aa 
1 
b\N 
PM i 
I= lim S) = lim — = ln —: limM —— = 
n+ C) n-=+x | 1 8 ux0, In (1 + v) 
n 
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1 
tj. funkcija f(x) = — je integrabilna na datom segmentu, 
x 


4. Ispitivanje integrabilnosti funkcija 
na osnovu teorema : 


Funkcije koje su na segmentu {a, 51: 
{a) neprekidne; 


(b} monotone ; I 
(c) ograničene sa konačno mnogo tačaka prekida su integrabilne na tom 


segmentu. 


Zadaci (4.0.—4.4.) 


4.0. Izračunati, po definiciji, određene integrale: 
td 

1", 19 9%=2 £b; | . 
J ) 


b 
2". |x" dx, (0 Za £ b, k je prirodan broj); 
a 


kg 


3". { sinx dx; 
o 


2x 
40. { sin x dx; 


Rješenja. I 
1". Zadatak ćemo riješiti pomoću limesa integralnih suma. Podijelimo segment 


{a, bI na n dijelova na bilo koji način, uz uvjet da max {(x; — x;-D} 20 kad n— + 0. 
$=1,2,+ + +, | 


Neka je £; = Vxip1'x;. Pokažimo da je 
%j-1 = £;£K u = 1,2,...,2). I 
Provjerićemo da li vrijedi nejednakost 


%j-1 SV X-X S X;. 
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Kvadriranjem i dijeljenjem ove nejednakosti dobijamo ekvivalentne nejednakosti: 
%%-1 £ XX XIX Xio 
Xj-1 £ Xi Kpr1 S Xkb 


koje su istinite. 


Otuda, H 
b de "= = 
ĆE im S fi id = 
x n+ | 
a i=1 
max {(x; — x; — 1)} 20 
i=1,2,.++-,1 
n ; Ž ba 
1 , 1 1 
lim Ž (x;— Xi) = lim Ži -—)= 
n+ {=1 X=1X ne 140 {1 Xj=-1 Xi 
: 1 1 1 1 a I 1 
sm (B= Đ+E-Đ++(2-2)- 
n-y-H0o \\Xp xi % %2 Xn-1 ka 
1 1 1 I 
lim (1 -2)=2- 
nahC \X{_ Xxa a b 
t. 
kod 
aa b 
a 
2". Podijelimo segment (a, 5) na n= dijelova, pa stavimo 
I 1 
k k_1 Fk 
$; = (x_i; +xC i + + xp zo! + x) . 
Odavde je 


+ DE = fu 1 Dee + ake 

Re KBR 

krIEŽESR+VAS5KX. 
Prema tome, imamo 

6 n_ ,x+_ 1 xh-1,, =, xzk-1 

a) 1 4 +... b+ xx 

{Pax — lim Z — k+1 = 
a i=1 


"Nr RG U 


= lim — 1, =7z— lm +1 
n2IT1D 1 k+1 para KGl NESDIH 


HOŽHN mxffĐRe.P GAHH gr) 


1 gem (kh 1 
= 1 ga) 
Fils" 21% gp 


= a+), 


FA = 

. 1 

i k = lak — zhHt 
{= dx= KU 72 ak=+1), 
a 


Napominjemo da ovo važi i za k = 0. 


I Y a ++ 
(a) Riješiti zadatak 2"., ali za 0 £ a = b, dijeleći segment (a, bh tačkama 4, 94 
2a8,...,ag" — b 


-3 . 
Rješenje. 


Pošto je data funkcija neprekidna i monotono rastuća, imamo 


b 
f{ xtdx= lim S Mk lim Zeta agi"(g— 1) = 


nad a 1 


(mačke) i=1 

n KOSESIE 
— gki lim G—_D Ž gik+) gr = gh lim gg 1 

Gro) i=1 GEke) 
k = kar — gkri 
-gn((2)"_ ke —'1) lim 2" U dd ENES 
a 91 4-1 lat —1 —1 k+1 
jer je (primjenom L ' FHosgitalova dcoreaj 


_ dg-1 I 
im SaL1 ki 
(b) Ovaj zadatak riješiti pomoću donjih suma. 
Ž I 
(c) Izračunaj {== dx, (POPE 
a 
A) k=—4; -3; 
(2) k je realan broj. 


Uputstvo. 
Segment {a, b) dijeliti tačkama a, 08, ..., ag" = b. 
3". Podijelimo segment {0, =) na n jednakih dijelova. Dužina svakog dijela jez = 
Za £; uzet ćemo tačke x;, t}.: 
(a a 
Šo = xy = 0, 1 = —+ s Šar = Zn = (n— 1) —. 
n n 
ROSA suma je 
G— ne am 
S f(t) (i — xp) = Ž _ 


i=1 


SC) 


U 


Tr NIIE7 . 22 ' 
=Z(o+snt + sint +... sin 
n n n 


, {R_X\_. m—1 mr XX, {1 rn 
sin (2) sin { =) sin — sin GE - £) 
2 n 2 n rn 2 2 22 


sz 
n sz n . 

sin — sin — 
2n 21 

n 

COS — 

T 25 

nm 

sin — 

2n 
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Prema tome je 


Ka 
£ I Ka 28 
fsinxdx= lim SG) =2- lim cos_— lim =2. 
o n4+4+G n+ 40 21 n++0 si Nade 
: 2n 
4". Riješite sami. 
5". Riješite sami. 
4.1. Ispitati integrabilnost funkcija: x" (k =... ., —3,—2, —1, 0,1,2,3, ...). 


a", log, x, sin x, COS x, tg x, Ctg x. 


Rješenja: : 
1". Funkcija f(x) = x" (k = 0,1,2,...) je neprekidna na proizvoljnom segmentu 
{a,b} C (— 0, +xX), pa je i integrabilna na tome segmentu. 


2". Funkcija f(x) = x" (k =... —3, —2, — 1) je neprekidna na svakom konačnom 
segmentu, koji ne sadrži tačku x = 0, pa je integrabilna na tome segmentu. . 


3". Funkcija f(x) = a" je neprekidna na proizvoljnom segmentu {a,b C 
C (—-0, +X), pa je i integrabilna na tome segmentu. 


4". Funkcija f(x) =log,x (O X a £ 1 ilia = 1) neprekidna je u intervalu (0, + 0), 
pa je integrabilna na svakom segmentu {a, 5) C (0, + x). 


5". Funkcije f(x) = sin x, f(x) = cosx su neprekidne u (— 0, + X), pa su in- 
tegrabilne na svakom segmentu {a,b|C (— 0, + 0). 


6". Funkcije tg x i ctg x imaju beskonačno mnogo tačaka prekida (u kojima funkcije 
nisu definisane), ali su neprekidne u intervalima i to: 
(a SE 
tgx u (-5+2mi+ka),a ctgx u (0 + km, + km) 


kR=0, +1, 22552): . 
Prema tome, funkcija tgx je integrabilna na proizvoljnom segmentu {a,5)C 
z 
C (—- A + Ri, a + kn), a tg x na {a, b) C (kr, krc + 1) (k = 0, £1, £2,...). 


4.2. Odrediti segmente integrabilnosti funkcije f (x) = /x, pri čemu je n 
prirodan broj, a £ cijeli broj. 


4.3. = Ispitati integrabilnost ciklometrijskih funkcija. 
Rješenje. 
1". Funkcija 


aresinx + 2 kr 


Arcsin x = ; 
rx — aresinx + 2 kz (k = 0, +1, £2,..) 


je višeznačna (sa beskonačno mnogo vrijednosti za istu vrijednost argumenta) fimkcija. 
Međutim, integrabilnost u ovom slučaju se dokazuje samo za jednoznačnu funkciju. Naime, 
funkcije arc sinx + 2 ku (nu — arcsinx + 2 km) (k = 0, £1, +2,...) su neprekidne na 
segmentu |—1, 1) i jednoznačne su za svako određeno k € {0, +1, +2,.. .}, pa su one 
za svako određeno k € _{0, £1, £2,.. .} integrabilne na segmentu {—1, 1). Prema tome, 
o integrabilnosti funkcije y = Arc sin x može se govoriti samo u smislu integrabilnosti 
funkcija arc sinx + 2 kz (n= — arc sinx + 2 km) za određene k € {0, £1, £2,...} i za 
-15£xx£1. 
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2". Analogno, funkcija 
SSR { arecosx+2kr 
\—arccosx + 2 kr (k = 0, £1, £2,++) 


za svako određeno k € {0, £1, £2,...} (y € |(ka,(k + 1) x)) je integrabilna na seg- 
mentu {—1, 1). 


3". Grane funkcije f(x) = Arctgx = arctgx + kn za određeno k € {0, 1, 
- -} su integrabilne (zbog neprekidnosti) na svakom segmentu {a,b} C (— w, + X). 
"az istih razloga, svaka grana funkcije 


J(x) = Arc ctg x = arc ctg x + kn (k = 0, £1, +2,..-) 
je integrabilna na svakom segmentu {2,5} C (— 0, +x). 


4.4. Funkcija 
x? za 0 =x=£1 
1 


= dj 
1 
f(x) = — 1 log.+x za 15=xa(l(ao 1) 


x zaa=x=) 


je integrabilna na segmentu |0, 4) kao ograničena funkcija sa konačno mnogo 
tačaka prekida. 


5. Osnovne osobine određenog integrala 


(1) Ako je funkcija f(x) integrabilna na segmentu {a, 6), tada je ona 
integrabilna na svakom segmentu {c, d|C (a,b) (a £ b). 
(2) Ako je funkcija f(x) jeda na segmentu {a, 5), tada vrijedi 
b 


Trar={/4+|/()4x (62029. 


(3) Ako je f(x) tetak KIREAJA na segmentu {a, 5), tada je ona 
integrabilna i na (5, a), i važi 


b a 
JF(9 dx= — {| f(x) dx. 
a b 


(4) Ako je funkcija f(x) integrabilna na segmentu (a, b| i ako je k bilo 


koji realan broj, tada je i funkcija kf(x) integrabilna na tome segmentu i 
vrijedi 


TG)ar=h T/()Ax 


(5) "= su Kigkelić f(xji g(x) Kegabilia na segmentu {a, 5) i ako 


su u, v bilo koji realni brojevi, tada je na tome segmentu integrabilna funkcija - 


AM (XX) + vg(x) i vrijedi 
b ki b b 
TGF(9 dx + ve (x) dx) =uff(x) dr+v{g(x)dx. 


28 


KARENEPJE SE RER: _-I 


(6) Ako je funkcija f(x) integrabilna na segmentu {a, 5) (a £ b) i ako 
je m donja, a M gornja međa funkcije na tome segmentu, tada vrijedi 


b 
m(b—a£={|f(gdr =M(b— a). 


(7) Ako je funkcija f (x) integrabilna na (a, 5) (a = b), i ako je na tome 
segmentu f(x) 20 (f(x) £ 0), tada je 


b b 
fax Z0(|f( dx £ 0). 


(8) Ako je funkcija f (x) neprekidna na segmentu (a, 5) (a = b) i ako je 
f(x) 20 (f(x) £0) za svako x €E {a,5), pa ako postoji bar jedna tačka 
c € (a, b| takva da jef (ce) = 0 (f(c) £ 0), tada je 

b 


% b 
dr 0 (40). 


(9) Ako su f(x) i g (x) integrabilne funkcije na {a, b) (a £ b), i ako je 
na tome SaLkE stalno f(x) = g(x), tada je 


OTET TTT 


(10) Ako su funkcije f(x) i g (x) neprekidne na segmentu (a,b) (a £ bb), 
i ako je za svako x € {a,b) f(x) g(x), a uz to postoji bar jedna tačka 
c € |a, b} takva da je f(c) = g (c), onda je 
6 b 
Jf) dx= J g (x) dx. 


a 


. (11) Ako je funkcija integrabilna na |a, 51 (a £ b), tada je na {a, 5) 
integrabilna i funkcija |f )| i važi . 


b b 
|(FG)dx| £{|{O)1dx. 


Obrat ne važi. 


(12) Ako je funkcija f(x) in- 
tegrabilna na segmentu (a, b| i ako 
ona na tome segmentu mijenja pred- 
znak, uzmimo da je na segmentu 
{a,c| nenegativna, a na segmentu 
fc, } nepozitivna, tada je F SI. 54. 


b c b . 
Pf dx={f(gdx+ (f(x) dx = P, — Pa ' 


pri čemu su P, i P, površine (sl. 5.1). 
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__ G3) Neka je funkcija J (x) integrabilna na segmentu {—a, a) (a = 0). 
Tada je 


| Fe 2{/(g)4x, ško je f(x) parna, 


-a 


0, ako je f(x) neparna funkcija. 


(14) Ako su f(x) i g (x) integrabilne funkcije na segmentu {a, 5), tada 
je na tome segmentu integrabilna i funkcija f(x) g (x). 

(15) Ako suf(x)i g(x) integrabilne funkcije na segmentu {a, 5}, tada je 
i Jo ) (s (2) + 0). 


na tome segmentu integrabilna i funkcija 


(16) Ako su funkcije f(x) i g(x) integrabilne, tada ne slijedi da je i 
funkcija f {g (x)) integrabilna. 


Zadaci (5.1.—5.10.) 


5,4. Naći granice između kojih se nalaze integrali: 


"dx 
12. Ike 
x 
i 
1 
=. { 4 
1 
0 


Rješenja: 
1 
Pošto je funkcija f(x) = — integrabilna na (1,2), a f(x) = 
U x ) 
bilna na (0, 1), mi ćemo se koristiti osobinom 5. (6). 


1_, 
—z integra- 
14% kili 


1. 1 
1". Funkcijaf (x) = — _ je opadajuća funkcija na segmentu u 2), paje m=fO) = — 


2 
donja, M = f (1) = 1 gornja A međa funkcije. 
Otuda je 
2 
1 =|E21 
2 x 
1 i s 
i NIE 1 
2%. Funkcija f(x) = CREEK je opadajuća na segmentu (0, 1) pa je m = f(1) = Pe 
aM=f}f(0)=1. 
Otuda 


1 
1 dx 
-=| =£1l1 
2 1 + x? 

9 
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5.2. Naći granice između kojih se nalazi integral 
2 


x 
J —— dx 
xX+1 
0 
Rješenje. 


Funkcija f(x) = 


x na {0,2} u x = 0 uzima vrijednost donje međe 
xt+ 1 


1 
m = 0, a za x = 1 uzima vrijednost gornje međe M = % . 
Otuda je 

2 

x 1 

0-2x I dxx —'2. 

x+1 2 

o 


5.3.  Procijeniti integrale: 


= 


"{ dx. 
" 3 + sintx" 


0 


3x 
2 
2 { dx ; 
3 + sin x 
0 
: x" dx 
3". AC 
"Vi+x 


0 


Rješenje. 
1". Pošto je 0 = sintx £ 1, 3 £ 3 + sintx £ 1 + 3 


E:g 
1 1 Miu ={ dx == 
4 314%Mmx"34 3 + sintx 3 
= EI 
; . KĆŽ 
2". Uputa. Podi od —1 £ sinx X 1 na segmentu (o =|- 


xk 
3". Uputa. Podi od 0 £ —— £ %X" na (0,1), pa iskoristiti rezultat zadatka. 


"/1+x 
4.0.2". 


5.4. Utvrditi koji je od integrala veći 


s s 
J Pravi I —1 dx, 
2 2 


ne izračunavši integrale. 
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Rješenje. ; 
/3x —— 
Na segmentu {(2, 5} vrijedi E. "_ SV — 1, što je lako provjeriti. Ako pri- 


'mijenimo osobinu 5.(10), dobit ćemo 
5 


5 
== 3 
|Ve-14%S { T dx. 
2 


2 


5.5. Pokaži da vrijedi 
1 1 


( e"dx= {| e?% dx. 


U (H 


5.6. = Koji je od integrala 


= sa 
f e-" costxdx i f e Grm cost x dx 
o 0 

veći? 

. Rješenje. 


Neka je f(x) = e? cos? x, tada, zamjenjujući argument x argumentom x + sr, 
dobijemo 


g(x) = e G+27 cost (x + 1) = e-E+2Y cos? x. 


Pošto je e——" o e-C+n} za 0 £ x £ m, to prema osobini 5.(10) vrijedi 


= Se 
J e-2!costx dx S f e-C+m? cos? x dx. 
(NH (u 


5.7. Odrediti znak određenih integrala: 


sz 


(a) { sin x dx; 
o 


{b) J (x — zx) sin x dx; 
0 


{19 | AVA— 2 dx; 
7, 

{e) fVxdx; 
—-2 
-1 

E) {| VinC2+x) dx. 
(MH 
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Rješenja: T CELIME Gate 
(a) Funkcija f(x) = snx 2 0220 £ x £ 2, ali za svako x € (0,1) je sinx S 0. 
Prema osobini 5.(8) slijedi 
7 
f sin xdx S 0. 
(U ii : 
(b) Funkcija f(x) = (x — m)sinx £ 0 na segmentu {0,1}, ali je (x — a) sinx £ 0 
za svako x € (0,7). Zato, prema osobini 5.(8), imamo 
bg 
Je — x)sinxdx = 0. 
0 SLE SU " 
Za zadatke (c), (d), (e) izveđite sami zaključak. 
_ Đ Funkcija XY) = /Zn(kx+2) 20. na segmentu (—1,0). Pošto je 
Vina +2) 9 0 za svako x € (— 19); to, prema osobini 5.(8), imamo 
-1 


(U 
{ VEnGe+2)dx=— f 1/x dx +2) dx= 0. 
o -1 


Ja 


nt 


5.8. Neka je funkcija f (x) ograničena i konkavna (konveksna) na segmentu 
la, 5). Dokaži da je I 


(b — a) PTG 


(19420 —9:(2) 


(SE 


(0-7 (2) Ef/gar=0—g{AHE), 


Dokaz. sa = 


Pošto je funkcija f(x) konkavna na segmentu la, 51, to je 
fC)— f(a) ; ; + pri? 
GE DHA SA LLF(LD) (1) (2). 


2 2 
Ako na ovu nejednakost primijeni o =1} 
k = 0, dobijamo st primijenimo 5.(6), 5.(4), te rezultat zadatka 4.0.,2". za k=1i 


: b 
FO) + f(a) 
(bm gg 18) a a+b 
7 |C z0-ar(ć)). 
a 
Vesti in izvodimo dokaz za funkciju f (x) koja je konveksna na {a, b}. 


plike SOGE 1 


y=f(x)} B 


33 


5,9. Ako je funkcija If (x)| integrabilna na segmentu la, 5), iz toga ne slijedi 
da je f(x) integrabilna na {a, b|. 
Npr., za funkciju 
1, ako je x racionalan broj 
AC eg. U OVO SE . 
—1, ako je x iracionalan broj 


) . bi. b 
imamo |f(x)| = 1, paje J |f (x)| dx = J dx = (b — a). Međutim, u zadatku 
a a 


b 
3.2. (b) pokazali smo da II f(x) dx ne postoji. 
5.106. Pokazati .da funkcija f(p(x)), gdje je 
0 zax=0 
KA 
17zax$50 
1 zax=0 
0 za x iracionalan 
TEO =} 1 ya 
n n 
1 za x= 1 
(min uzajanano prosti cijeli brojevi: 0 £ m £ n) nije integrabilna na seg- 
mentu (0, 1), iako su f(x) i p(x) integrabilne na (0, 1). 
Rješenje. 
Očigledno je da je f(x) integrabilna funkcija, Prepuštamo čitaocu da pokaže 
da je i 9 (x) integrabilna funkcija. 
Iz definicije funkcija f(x) i p(x) s lijedi 
__{ 9 za x iracionalan broj, 
FE) = | 1 za x racionalan broj, 


a to znači da f (9 (x)) nije integrabilna na {0, 1). 


6. Teorema o srednjoj vrijednosti 
Neka su f(x) i g (x) integrabilne funkcije na segmentu {a, 51 (a 2 b), 


m žf(x) = M na {a,b), a g (x) ne mijenja predznak u intervalu (a, b), tj. 
g(x) 20 ili g(x) = 0. Tada je 


b b 
Tf)g(x)dx=p{g(x)dx, 


gdje je m Su S M (m je donja, a M gornja međa funkcije f na (a, b)). 


Neka je g(x) = 1. Ako je f(x) neprekidna na {a, 5), tada je f(c) = a 
za neki c € {|a, b). 
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Za navedene uvjete imamo 
5. 
(M) (f(x) dx =f(c)(b — a). 


Vrijednost f (c) naziva se srednja vrijednost funkcije f (x) na segmentu {(a, 51. 


Zadaci (6.1.—6.10.) 


6.1. Naći srednju vrijednost funkcija x, x?, x? na segmentu (0, 1), kao i 
apscise tačaka srednjih vrijednosti. 


, Rješenja: 


1". Funkcija f(x) = xje neprekidna, pa je i integrabilna na {0, 1). Na osnovu for- 
mule (M), te zadatka 4.0,2", za k = 1, imamo 


(o dx= f(0)(b— a), tj. |raojo 1=6 
(u 0 


b 


A bh? — a? , 1 
)xdx=- st. (xd2=—. 
2 F 2 


1 
Srednja vrijednost funkcije je f (c) = 7 u tački c = — 


20% Funkcija fGG) = x? je neprekidna na (0, 1). Na osnovu formule (Mi i zadatka 
4.0.2", za k = 2 imamo 


1 


1 1 
—|r4=_ 
o 


fC) = 


1 
što predstavlja srednju vrijednost date funkcije. Iz c" = 7 slijedi c = 


-|Š 
. 


3". Sami riješite. 
6.2. Nađi srednju vrijednost i apscisu tačke te vrijednosti za 
Ka i 
fx)=1 —7 sin x na (0, =1. 
Rješenje. 
1 Ed 
zo T _7, 
JEO) = = I (1 2 sin x) dx. 
0 
Prema zadatku 4.0.2". i 4.0.3". dobijamo 
1 Pa 
Jf(C) = —(=-2-2)=0. 
am, PA sz 242 
Iz 1— 7 since = 0 slijedi c = arc sin — (f(eresin —) =0). 
2 bg T 
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6.3. Za. koje 5 je Srafediiju vrijednost funkcije f(x) = Inx na segmentu 
{1, 4) jednaka srednjoj brzini mijenjanja funkcije na tom segmentu. 


Rješenje. 

b 
Srednja vrijednost je u = f (c) = i I ln xdx. Na osnovu zadatka 3.4. (a = €) 

1 

imamo 

1 5b—1 "1 
= (bn m1=—+7)= 777 binb—b 
NG ŽT ( 1. sm Ž (bin b+ 1). 


Srednja brzina mijenjanja funkcije je 
Af(x) _1n5—n1_ 1n5b 
Ax b—-1 |; b-1 
Da bismo dobili broj 5, treba riješiti jednačinu 


bln6—5+1 nb 
sunet es b 
b—_1. 72170. 


Odavđe je (5 — 1) (Ilnb — 1) = 0. Kako tražimo b £ 1, to je nb—1 = 0, tj. b= €, 
6,4. Odrediti srednje vrijednosti funkcija: 


(a) f(x) = Vx na (0,10); 
(b) f(x) = sin x na {0, x). 


6.5.. Odrediti srednju vrijednost recipročnih veličina svih realnih PEOJeVU 
Oza£=xSb. 


Uputstvo. 


Funkcija f(x) = — predstavlja sve recipročne pozitivne realne brojeve. 
x 


6.6. Na duži AB duljine a uzeti tačku C. Naći srednju vrijednost površine 
pravougaonika čije su stranice duži AC i CB. 


6.7. Koristeći se teoremom 0 srednjoj vrijednosti, procijeniti integrale: 
10 2 


i . 
a) | Eke= 1); b) GARE 
x x? 

1 
1 10 
) dx 9) (xx 
c KeiiPa 

145 { , 
o 1 
3x H 
= 
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Rješenja: 
a)  Procjenu integrala izvest ćemo na tri načina: 


1 
(1) Uzmimo dajef (x)= — ,g£ (x) = loga x. Funkcija f (x) je integrabilna, a gx} 20 
x $ 


Prema teoremi o srednjoj vrijednosti je 


10 10 
lo 10—1 
Zar Pviaje ji (10108,10— 1: log,1 — Ž :) 
x na 
1 "| 
I 9 
= u (10108,10 — —). 
"{( OBa T) 
\ 1 
Kako je m sag= 1 : M=/(0)=1, to je $541£1, paje 
10. 
9 loga x 9 
108, 10 — ex { 28% 48% £ 10108, 10— —. 
Že 10na KANE Koga 
1 
I . 1 
(2) Uzmimo da je f(x) = log. x, g(x) = z. 
m=f(1) = loga. 1 = 0, M = f(10) = log, 10; 
0, PO 
OgBz x (3.6 
POZ a= a (FE zn 10 — mi) = ula 16; 
1 
10 
1 1 x 
OS £ log,10,0 £ - | See dx £ log, 10; 
1n 10. 
1 
tj. 
1 
ox{ 80% dx £ In 10108, 10. 
x 
108, x log, 10 
G) Neka je f() = = , g(x) = 1; m=f(I1)} = 0, M = f(10) =: = ; 
pe) p log, 10 
O. 
| a= (419: 14 0515 će , 
x 10 
1 
tj. 
10 


! 9 
0= PP OBaX dx £ dog, 10. 
x 10 
1 E = 


Upoređite ove procjene za a = 10. 
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b) Funkcije f(X) =" VIi+xig(x)= — su integrabilne na {1, 2), a g(x) 2 0 


na segmentu (1, 2), pa je, prema teoremi o srednjoj vrijednosti, 
u dx 1 1\ozu 
(Pearl Rea (e =u(7 = =) = 
H 1 1 
Kako je m=f(l) = eV2, M =f(2) = 243, to je 
=; :% = 
eV2._(revi+x_ {2 V3 
a; vri UV 
"JE x 2 


UVETETIVENE) 


c) Funkcije f(x) = 


= i g(x) = x5 su integrabilne na {0,1} i g(x) 2 0 
x+2 


pa prema teoremi o srednjoj vrijednosti imamo 
1 1 1 
Trorma=u(sar=uf|xXdx=t. 
(U o o i 
Kako je za f(x) = na (0, 11; 
x+2 
= fa) M=10=— 
=—,M= = — ,. 
I A vV2 
to je - 
1 
2 
_ == IZ + = a. 
PT i 


d) Uputstvo za rješenje. Uzeti: 
-_x 


1". fW=——, g(x) =1; 
x 
o = 1 
S f(x =e x, g(x) = —; 
x 


3". ff) =—,gx=2 


Uporedi dobivene procjene. 
e) Neka je 


f(x) = cosx, g(x) = — 


tada je 


Nn|a — NY 
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Pošto je 


1, M (2) Mea) " 
m=f(n1) = COST 3 2 7)7% 
to je 
35 
2 
COS x 
-1Sf(0 SO, tj. na—n3ax | dx= 0 
HM x 
sa 
= 
6.8. Naći 
1 
H dx 
lim | ——, 
2204. ex" + 1 
0 
n je prirodan broj. 
Rješenje. 
1 
Stavljajući f(x) = II g(x) = 1, prema teoremi o srednjoj vrijednosti, 
€. 
dobijamo: 
1 1 
d (I 
I x = u'f dx = gx 
ex +1 
0 
Kako je 


m=fA) = M=S0O=1 


imamo 


I 
U =| dx £1 
£+1 £x% + 1 ; 
0 


Odavde slijedi 


U dx 

lim -=1. 
e70+ ex" +1 

0 Ž 
6.9.  Dokazati jednakost 
1 
2 
lim %— dkx=0 


n+ +0 1+x" 
o 


koristeći se teoremom srednje vrijednosti. 
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Uputstvo. 


Uzeti 
1 
fGO= 12192". 


6,10, Neka je { f(t) dt = xf(6x). Nađi 0, ako je f(t) = 2", (n 5 —1). 
(N 


Rješenje. 


JE s 
x "tl x 
06%) =||:" dt = , f(X) =- -—, 
A (9x) ( Parr oči Se 


pa je 


Pa x" MG H 
(6x%) 30 g 
n+1 n+1 


7. Određeni integral kao funkcija svoje 
donje i gornje granice 


(1) Ako je u {a,b)(b = a) integrabilna funkcija f(x) neprekidna u 
tački x €E (a, b), tada je 


): 


x b 
d d ST 
PO dr =f(x); TJ /OVd= IC) 


(2) Neka su y (x) i g (x) neprekidne funkcije sa neprekidnim izvodima 
y'(x) i g'(x). Ako je f(:) neprekidna funkcija, tada je 


p(x) 
+ { FB) de = f(p (o) 9" () —f(y (A) y' (A). 
dx ; 

p(x, 


Zadaci (7.1.—7.4.) 
7.1. Naćiizvode: 
M b b 
a) sirena b) S poimerdn 
dx db 
a 
b 


a 


c) einer 
da 
a NIE T PETE IH 


40 


Rješenja: 
b 
a) Budući da je { sin? £ dz funkcija od a i b, to je 


a 


A b 
— f six dt = 6; 
dx 
a 
b 
dr. ! 
b) S; | sin" £ dt — sin? 6; 
db 
a 
b 
dir. ; 
c) |f sip" dt = — sina. 
da 
a 


7.2. Nađi dF(x) ako je: 


dx : 
(intd 0); b) F(x) = (dr; 
2) FO) = | nrdr (20); ) A (RT 
( 
(U U COS x 
0) F(x) ={Vi+HPd; d) F(x)= { cos(m?) dr. 
x" sin x 
Rješenja: 
g i dt =lnx(x 5 0) 
a) ale =lnxkxe ) 
dd ere lg o 
L x , . 
b) |A zala 1104 70040) 


(u x 
d š = d (EEG 
c) SIVI +Ped = — | VIHPA= -2xVI+x'. 
Pa K 
x? (H 


Cc0S% a tc0S%x 
d) {| cosgajdt = (lcos (u?) dt + { cos (su?) dt = 
smx Sinx a 
sinx COS x 
= — { icos (set?) dt + { cos (rt?) d£; 
a a 
CO03x : sinx (s: 


d ante d 
a. {cos GE) ZzdEorT" 


sinx 


d 
set?) dt + — { cos (712?) dt = 
{ cos (st?) dt + SE G 
a a 


;. d (sin x) d (cos x) 
= — COs (mz sin" x) — -+ cos (£ COs? x) = 


= — cOs (s sin? x) cos x — sin x Cos (s cos? x). 


Kako je cos(z(l — cos? x)) = cos (mz — s c0stx) = — cos (m cos? x), to je 
COSx 
d ; 
i f c0s (72?) dž = (c0s x — sin x) COS (s c0s? x). 
six 


Na ovaj zadatak primijeni direktno jednakost pod (2). 


7.3.  Naći granične vrijednosti: 


x 


I) cos x? dx 
a) im; 
x0 x 
EJ 
(f ečdx)" 
b liim +; 
Ra = 
II e?? dx 
0 


{ (arc tg x)? dx 
0) im, 
za 40 Ax +1 


Rješenja: 


Za! postavljene zadatke ispunjeni su uvjeti za primjenu L' Hospitalovog pravila. 


x 
f cos x?dx 
(e 2 
a) imo li 0S % = 
xa0 x x 0 1 
x JE x 
2 
(J ečdx) 2 | ef dx ex Treća 
b) lim = lim Men 2 lim = 
x+Ta zePa e xy4o €% 
II €2% dx 
o 
F € 1 d 
= 2 lim = lim — = 0. 


xzrPG 2% ex xaGC X 


c)  izračunajte sami. 


7.4. Pokazati da je 
1 
lim II f(tx) dx= a, 


t++C M 
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ako je 


lim f(x) = a 


x—+0 


i ako je f neprekidna na (0, + co). 


8. Izračunavanje određenog integrala 
neprekidnih funkcija pomoću nevdređenog 


Ako je F(x) bilo koja primitivna funkcija za funkciju f(x), definiranu 
i neprekidnu na {a, b), tada je 


(fC) dx = IF(9E = FO) — PGA). 


Ovo je osnovna formula integralnog računa i zove se Leibniz-Newtonova 
formula. 
Funkciju F (x) nalazimo metodom za računanje neodređenih integrala. 


Zadaci (8.1—.8.8.) 


8.1. Primjenom Leibniz-Neewtonove formul izračunati određene integrale: 


b = 
% (čak +-D3|= VI ($6=0; 
H 1 


b a 
A I) e" dx; DL { sin x dx; 
a o 


VŠ 


sh 2 
e) 5 f) IKETT 
1 1+x JVIH}xX" 
ZET SI 
2 : 1 
g) puzAd h) fE€+ Me dx; 
o 
-— j M dx I 
9 ZE IPTEITU 
0 H 
a= nm 
k) IF=rLe -Đ (17530 
sin! x x—2xcosa + 1 
nr -1 u 
4 


. 43 


xkH1 p£+l — gk+l 
a) | xk dx | I 
k+1 k+1 


dt x 

b) I = {Int} = nx—In1 =1nx, 

H I 
1 


(ako je x argument, onda je odredeni integral funkcija tog argumenta — svoje gor- 
nje granice). 
b 
b 
c) fedk={2) = eh — 22. 
a a 


sa 


Te 
a f sinxdx= — fcosx) = — (cos r — cos 9) = 2. 
H o 
V3 3 _ 
H 3 dx dx V3 
e) J Mie I 1,z 3 bretex = 
VE = 43 
VI NE 
1 = ka 
= 3 (arcta VS arc tg -)=2C )=2. 
4/3 3 6 2 
sh2 d 
P |x 
f) METE a + VE) = In|sh2 +/1 +sh=2! — In | sh1 +- 
shi 
+V1 + sh'i | = 
h h 2 
sh2 + ch2 1 2€ mne_ 1. 


=|n n 
sh} + ch1 2€ 


2 I 2 H 
8) |1— xddx= (1 — xldx+ (U xldx a (A —x)dx— 
o 9) 1 o 


2 


— |a—xdx= 
1 


ERE 


I 


m (e+veda= (ere v=| 
o o 


212) 


(e + 19 — 2 


— + De += ET 


u 
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% 


Ne zet = ah + vlage la}. 


o Vx+14 3 VGA 


I "106 u 
xi dx (= i 


1 
= — In 1485 +416 


2 
€ dx € _1 š 1 
j) = =55)|(dži 24Ad+nxg=2{(0 + xi = 
j Ipvee fa nx) Ždd + inx) = 210 + 13)?J} 
=2(V2— 1). 


k) Uradite sami. 
1 1 


—-1 
1 


D J dx -{ dx 
x%—2xcosa+1 (x — cos a)? + 1 — costa 
—_-1 


x 
) il) 
-—{ dx 1 sin a 
= x — cosa)? + sinža = sin x = 
S cos a)? + sin? a a (ego) = 
_y \sin 
 2( 2-0) 
— ctga 
1 sina s 1 x 1 
= =— "|eretg( 2 — aga)| = 
sina x Ž sina sin a A 
(ce) +1 
2, \sina A 
1 : 1 — cosa —1 — cosa 
= — (arett — arc tg — ")= 
sin a in sina 
a a 
. 2sin? — 2 cost — 
1 2 
= ——'|arctg + arc tg = 
sina F a 
Zalik KOŠie 2 sin — Cc0s — 


-zz (es(s5)+=s(n))-{(2+7 


sin 2 sina\2 
at 1 a TE a)__ mz 
— sina G 2 =; 3) — 2sina 
$8.2. Izračunati integrale: 
Ž 
a) t Seana (ab £ 0); 
a% sin? x + b2 costx 
(I 
2 d 
b) | a i 
a? sin? x + b2 cost x 
o 


a 
= —arcctg (a —))= 
2 S 57 
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Rješenja: 


H i 
sgn (ab) dx 1 COs? x 
= ab). — 
a) Pe. va sgn (ab) 5 | a " 1 
o ge x+ 
0 
= 
4 
( gx) 
_ sgn(ab) 151 
labl lab, 2 
— tt 1 
a (. sz) Le 
| 
arc tg | — 
a " 0) b 
= — tg|—{| — arc = ; 
(ere g 5) arc tg = 
b) Rezultat: 
t :) 
arc tg ga 
lab|—" 
8.3. Naći integral 
rd 
== = (lal = D. 
1 +acosx 
(U 
Rješenje. 
Ha 
dx 


Ed 
U = 

1 + acosx E 
o u 


o 


nazpo DIE x x 
(a — a) sin +Ga0 + 2) ĆOS 


Provedemo li postupak iz zadatka 8.2., a), odnosno b), dobit ćemo 


, dx Ž 1—a? x 
| sz 1 (rete((—) ST 
Y a — a)? 
8.4. Naći integral 
n2 
—— (12 1). 
Ke=7x5. ) 
o 
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1 


Rješenje. 


1n2 In2 
{ dx" _ "dx 
5 1 + ach2x ; 1 + a (ch? x + sh" x) 
In2 "a _dx_ 
dx 1 ch2x _ 
CEO SETEKEENIEE! a—1 +) = 
9 a+l\chx 
in2 dx 
__1 ch?x 
a+1| 7, fi 2 
o ( = +1 


In2 NE 
dd -— thx 
H J ( a+1 ) 


Ala — Da + (Je) +} 
(U a+1 


1 a—1 1n2. 1 3 NE 
= —————— |arctg — thx = ——_—— arc tg — - 
Ma — 1 a+1 0 Mat— 1 5 a+1 


8.5.  Naći 
1 
xdx 
J x+3x+2 " 
0 
Rješenje. 


I 


1 1 1 
xdx xdx dx dx 
x% +3x+2 (x+1(k+2) Mila 1 x+2 
o o o 


+ 
1 . 1 2231 
= — (InG + DI} +2{1G+2I - (u tt 2) 
, o 0 x+1 lo 
=Mh2_mna=n2, 
2 8 


8.6. Pomoću integralnog računa izračunati granične vrijednosti: 


1 2 3 n—1 "1 i—i 
1. lim (—+—+1+—+.. = lim ; 
n+ (= + n' + 12 + + " ) 1++0 Ž, 1n2 , 
2 2 — 1)23 + (— 2 
2". lim 6+5+5+:-+EZL = im GE ) 
nž+o \1n3 nn? n? 1. n+ n3 


3 
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Odavde slijedi 


i{—1 G—1)z 
zam 2, (LA n ) n? = 
u i—1nG—1x. 1 
ŠPA NETU 
1 i—1\(— 12 G— Ira 1 
SOS sud 


= lim {2 15 U + £p1) Ši Gi 2-0} == 


n+ =" 


JSSm=)) 


n n? 


Procijenimo drugi sabirak na desnoj strani: 


Ž (+ ĐEZE sa (+:EP") | = 


i=1 
n ae Su SAO MO je 
Sep Pe om: -P = 
SEE SU TU SE NE det 
n" I I 41" 
(n+ +). 
Otuda je 


lim 5(+ mt) S ČEVDE zotina SG CE Jtu ls šjE 


NIT I n? I NIL (1 
1 
-n{6+24Xx=2x(+ Sa 
0 


7. Ovdje se radi o donjoj sumi za funkciju f(x) = sin (xx) na seg mentu 10, 1J- 


2 
Rezultat, —. 
Ha 


I 1 
8"... Rezultat, —. 
P+1 
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peeijeiniP aPAr aje real nie me Keila 


8.7. Koristeći se aproksimacijom ekvivalentnih beskonačno malih veličina 
(višeg reda) i primjenom određenog integrala, naći graničnu vrijednost 


). z La 
n n 3 
lim 2 i" 2. +. + 
te ET Wa n+— 


No U LS n 


1 o 
Rezultat, —. 
ezullat, 7 


8.8. Pomoću određenog integrala naći - 


1 1 1 
lim _—— + Zart Pag) = 
Pre (= X/n1 + TE 1 ZA +n—1)}} 


Rezultat, In(1 + V2). 


9. Parcijalna integracija 
Ako su u(x) i v(x) neprekidne funkcije s neprekidnim izvodima na 
segmentu {a, 5), tada je 
b bo { 
I u (x) v' (x) dx = u (x) v (x) ! _ f v (x) u' (x) dx. 


a a 


Zadaci (9.1.—9.5.) 


9.1. Izračunaj integrale: 


2 In2 

1". fina +0)d; 2". f xe7 dx; 
o I 0 

3". f esinx dx; 4". f e" sinx dx; 
o 0 
VI see _ 

5", { x arc tg x dx; 6". f in x| dx; 
U a 
7 i ; ; 

76, Pa dx; g" (a 

sintx_. : x5 

= ) I 
zu 
= ' 


9", 2 cosx dx. 
6 k 
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Rješenja: o ; 
. |u = nd +), dv = dt,|. 
i"; {na +0d=| de = 
0 du NE 


x H x 
x tdt i t+1-—-1 - 
= (tl +t -{—7;= na - (12 
ROTE JE C 


x 


==na+a—{(1— pp) te zna + ko na+0{= = 
o 


=xzna xk +x}+n(I + 0) = 
=xn(A+x)—o-xHNA+x}=(k+HINGek+1)— x. 
In2 ln2 


x=u,e7dx = dv | In2 
2". dx= =(—x + { "dx= 
Je dx = du, vu = — e7%| I "G { = 
A . In2 1 ; 
"= — In 2 e-lnZ2 — (ej. sz e-ln2 + e" =. 
(U 
1 
par) s=zkao 
Ž dv Sabje 
" u = xXx = I 
13% xsinxdx = = 
J du = dx,v = — Cosx| : 
E4 = u ZE 
= — xcosx). + { cosxdx = = + (sin x} = Tt. 
(u (u 
; 0 
s NE Š 
4 { = sinx dx = u = €—%, dv = sinx dx _ 
: Ha du = — 1e-X dx, v = — C0SX 
s | = 
= (— e cos x) —-1{e"cosxdx= — (e— cos mu — e" cos 0) — 
JE SE i ) 


20 


s = 
"Ju = e—%, dv = cosx dx 
— A | et cosxdx = 2, = (e+%+1)— 
{ p du = — Je dx, vy = sinx 6 ) 
= = SRM 
= Mle sinx) + 4 | 0 sin x dx} = (+) | eEsin x dx, 
o 0 ; 


i. 1 + 29 { ee sinx dx = 041. 
(H 
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Odavde je 


ba 


Ax 
1 
{ ee sin x dx = 1, 
A+1 
0 
VE (uz aetgx, do = x dx, 
5". {| xarctaxdx = dx x? = 
du = US — 
o | 1 + 2 2 
" aret KRETE: dx=} tg V3 
= |— — = arc —_ 
(zeeex| -71 1554 70%" 
0 (U 
V3 = 
_1 1— ) dx= — —l(x—arctg x) = 
= (VE 2) 22 43. 
2 2 3/ 3 2 
; i : 1 I e 
6". f nxl dx= — f nxdx+ {nxdx—— (klnx— x) + (xlnx—x|) = 
1 1 1 L a= 
T — e€ 
e€ e€ 
1 1 / 1 
=-(-1+5+-)+€ e+D=2(1— ). 
e e e 
d(si 
m u=x dva 28% 9, (cin x) 
2 sin? x sin" x 
x COS x : 
7. J a dx = | du = dx, = 
sin" x 
a 1 
4 
7 sin x | 
7 2 _Z1x x. 
br +, {1 dx aa" 4 1 et TD 
= _ = —P ML a =! 
2 sin' x. NE== 2 2 1 2 s = 
Ž 7T 2 4 
z_z 1 ct TJ 7) 1 
1+7 7(%7-%7)-7 


8". Sami riješite. 


9". Sami riješite. 


9.2. Pokazati da za prirodan broj a 2 2 vrijedi formula rekurzije 
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= =; : 
2 2 20 ! 
. . H sin"'—1x = u; sinx dx = dv 
{ sin" x dx = { sin" x sin x dx, St) . 
G 4 (n — 1) sin" 2 x cos x = du, — COSX = U 
La bg 
2 2 
I, = — sin"-1x cos x | + (n — DI sin"-—2 x cos? x dx = 
(U (U 
S 
Pa 


=0+(r— 1) { sin" 2x (1 — sin? x) dx = 
50% . 


2. 2 
=(n— 1) { sin"-2xdx — (n= 1) { sin" x dx = (n—1)le,—(n—1,. 
o o 
Iz jednakosti 
I, = (n— 1) I (n— 1)1, 
slijedi 
n—1 
I, = 1 
sma 
2 


9.3. Izračunati { sin'""! x dx, ako je n prirodan broj. 
o 


Rješenje. 


n— Š a 
Ako u relaciji 1, = —— 1,-, uzmemo za n neparan prirodan broj, tj. 22 + 1, 
n = 


odnosno 21 — 1, dobit ćemo 


2n Ž 2n—2 
12n+1 = 2.541 %" 1en-1 = 2n—1 T2n—35 
tj. 
I = 2n 2n—2 
2a+1 2n RE 1 2n—1 2n— 3" 
Ako ovaj postupak nastavimo, uzimajući u obzir da je 
LA 
2 
h= | sinxdx=1, 
o 
to je 
I 2n"(2n—2)(2n—4)...4:2 
Ce) Tan = 6 


2n+VOn— DO n—3).+.5:3" 
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Pokažimo da ova relacija važi za svaki prirodan broj n. 
Za n = 1 imamo 


Pretpostavimo da važi relacija 


2n(2n—2)(2n—4)...4-2 


Naj ER RE SRBE TI a) 
mm} 2n+VDOn—VOn— 3)... 5-3 
Odavde je 
(2n+2)2n(2n—2)...4-2 
Tan+s = 


Kako je, prema formuli iz zadatka 9.2, 
Tan+s = ZE —Tint 
to pomoću indukcione pretpostavke dobijamo 
(2n+2)2n(2n—2)...4:2 
Relacija (%") je dokazana za svaki prirodan broj n. 


1an+3 = a 


, |A 


9.4. Izračunati { sin?" x dx, n je prirodan broj. 
o 


= —3)...3-1 
Rezultat, /,, = Guam) E : 


ma 
2n(2n —2)...4 2 
9.5.  Izračunati vrijednost integrala 
1 
1, = f (1 — x2)?" dx, (nn = 1, 2,...). 
o 


Rješenje. 
1 
I, = (a — x9 dx= 
o 


u = (1 — x?)", dv = dx 
du = — 2n(1 — x2)7—1 x dx, v =x 
1 1 1 
= TA — 229) + 2n (2 — jr dx = 21 | (1 — x2jnet dx 
0 (u 


1 
—2n{(a — 2" dx = 28 11 — 2011) 
(u 


2n 


M= z,p1 mm" n= 12554); 


Otuda je 
2 2). 2n_{ _2(n—1_ 2(n—2) 
m=zn41 2G_-D+I1 "" 241 2a—D+1 2G—2+1 
2n— 2(n—1) 202) 2-2 
—Zn+1 2n—1 2n—3  2-:2+1 
27%. n! 27n1(2+4.,., 2) 227 (,1)2 


SET PE PST JE O TE OETTIĐJH 


1: ..(2n+1) (2n + 1)! } Cn + DU 


(RO 


h= 


jer je 
1 I _e_2 
n= {Aa 2d= (ko i| = 
0 (IH 


10. Zamjena promjenljive u određenom integralu 
Neka je f(x) neprekidna funkcija na (a, 5), a x = 9 (t£) monotona (bilo 
= i raste, bilo da opada) i ima neprekidan izvod 9' (£) na la, Pl. pri čemu je 


g(a),b =9(8). Tadaj Je: složena funkcija f (p (x)) definirana i seprekidna 
na šlu. EB), te vrijedi 


b B 
(F() dx= (f(p()g ()de. 


Zadaci (10.1.—10.13.) 


10,1. Izborom pogodne zamjene promjenljive, naći slijedeće integrale: 


1 . 4 
p xdxo 2 Vxdx a 
i (V5—4x" ! Ikre 
E 2 
3", WE 40. za. ; 
| 1+x x(1 + xf) 
HI i 
o SE $ M xsin x 
s. {| SVI X dx; 6. Kim dx 
o 1 + costx 
(MH 
2a M 
7 fVžax— 2 dx; 8"; PE :-_MEMVO 
o VxX—2ax+2a 
(M 
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Rješenja: 


5—-—4x=2 
x|-11 . 
5—2 1 
xdx = :| 31 1,5—2 
1" em Ade 4 = J tdr = 
= MS=Cx td 6 i 
den = 
2 
3 3 
1 tg 1 
= — -a= | |=— 
7|6-0 1 
1 1 
4 Se ma 
že. e _|Vx=1t x|14|_ I u = 
j1+Vx |dx=2dt t|12 1+t 
2 2 


Ke 
(—_D+1 dt 
JOE" "sg (SG Ug 


i 


SE 
2, 9 
-2( rt na+o)| =1+hn. 
2 \ 4 


a H x 
3". Uputstvo. Uvesti smjenu, 
1+x 


ć bx 
4". a) Ako uvedemo smjenu: x = Tr imat ćemo 
t— 1 


b)  Riješite ovaj zadatak bez uvođenja nove promjenljive rastavljanjem ——:- 
xz(U bx) 
na sumu razlomaka. 


V3 ) 2 
5 i avrjeaz Ere RG| Je oa}, 


dx=tdt 1 
(U 


ee _ xsinx x=x—t x|0x a= "= 
" 1—+costx | |dxa=—dt KETIM 1 + cost(z — £) 
Ha Ed 
Georjent, sin t£ tsint 
U di | d; 
1 + cost? 1 + costt 1 + costt 
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x % da 
sin t We 7 
= ——— — dt = — 1 | o = — Sare tg (cos £)| = 
2 141 1 + costt (EAK "1, 
o 0 
sm mon x sin x x:" 
=-n(-1-2)=5t 7 
4 4 2 ; 1 + costx 4 
"=  {)x—a=asintx|:0. 2a 
o 2 —aždx = HM F = 
7. asa pas (VEZE -lbza de dx = acostde | Z RT 
2 2 
Pa re = 
7 7 ' 2 
. 1td A + co 21) dt Sr ET me 
Kreta) s == Ere 
= a SP JU 2 22 2 


8", Uvesti: x — a = £. Rezultat, ln (/2 + 1). 


10.2.  Izračunati integrale: 


(a) (va — xX? dx; 
(b) NOGE Adx (|b|; La). 


Wješenja: 


(a) Pošto je funkcija f(x) = = Vam x? parna funkcija, to na osnovu 5.(13), slijedi 


a a x=asint, x{9 2 
ze me) PO pr = = 

Sva sea?) arR a dx = acostdi, t 02 
Ld H 2 

= =. ž 

2 2 in2nn mat 
=2/{a a? costrdt = elana = ex} ==; 

2 X 2 
0 


Napomena. 12 jednačine x = a sin £, Za x= 0 imamo sint=0 at = kx(k=0, 
a 
+ 1,---+), a zax = aje snt = 19215 z+HARk=0, 41). 
Za izračunavanje datog određenog integrala mi smo za oblast integracije uzeli samo 


segment |o; =) To je učinjeno zbog toga, što je o (£) = asint monotona (neprekidna) 


funkcija na (o I i ot) preslikava taj segment na segment (0, a). Ima još takvih segme- 
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Li nije ij ri LN te RI ri ed RI ALG 


Sa 35 
nata, npr. 21 XIX = - Medutim, ako uzmemo zx £ 1 £ 4? tada g(t) ovaj skup presli- 


kava na {0, —a_. 


(b) |vR=a=2| vrana | Pe ata —— dx = 
Matt xi 


b b 
dx x? 
=2(x{ f = z); 
— xy? ;_NENGC 
" Va? x " Vatlx 
b 
Pi dx b 
h=|' = |aresin Ž| = arc sin — 
" Alat x o a 
; dx dx 
3 =Xx x PESME 
n={ i =|. du = a, U = — Vat— yt) = 
- Vat xx? du = dx, Vat x? H 


= — bx Va) pH JVRERA= -SVEEB+ | VRBA 


Sada je 


b b 
{ve — 2 = 21, — 20, = 2 atare sin a + 2bVat— bi Nr ; 
—-b 0 
pa je 
b , A 
| Va xx} dx = atarc sin 2 + bvat— i, 
—-b 4 
10.3. Izračunati određene integrale: 


a 
a) f x" sin x dx (razmak (| —a, a) je simetričan u odnosu na tačku O); 


-a 


b) IKE PR de 


1 —sinx 


Rješenja: I 
2) Pošto jef(—x) = (ee x)? sin (—x) = X? sin (—x) 
f(X) je neparna funkcija, to na osnovu 5.(13) slijedi 


= — Xsnx= —f(x), tj 


a 
f xtsinxdx = 0. 
Ka I 
b)} Rezultat, 0. 
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10.4. Izračunati integrale: 


EJ 
2 4x 
C0st x . o — x dx; 
1.. I dx; 2"._{ V1 — cos ; 
cos x + sin" x o 
; . 
, 


a dx dx 
34. I=| ——R as 0); 4". —TDDTTRRRRT 
1477 ) . Iker: 
o . 


1 


1 
2 M /x 1 
arc SINnVYVXx . 
,, IPTETE 6". II arc sin x dx. 
Vx(1—x) 0 
1 
4 
Rješenja: 
= 
2 ka zx 
x=——-tx|0 — 
COstx 2 2 
1. costx + sin. dx= ma u 
x xx 
. dr = — dt t|;— 0 
0 I 2 
ELA 
o 2 


sin" £ 


sin" 2 +. costt 


EH = Ham 
2 2 2 
COSstx mc c0stx JE 
15 = {a= 9| _ =. 
sin'x + cos'x 2 sin%x + c0stx 4 
o o o 
4x 4 4 
2" (VE =msva= | fasmža | sin |x = 
21 4r 
2z 
— V2 (| sin Ž dx— | sin Ž'ax) = VZ (| 2005 Ž| + |2cos 2 
0 2 
=8:V2. 
4n 4n 


x 
Objasniti zašto nismo stavili I J 2 sin? Ž dx=V2 I sin 7 dx. 
o o 
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xX = acost, x|0a 


+ 
9I=| = 
: jx+Vat—x 


Tr 
dx = — asint di, t 7 0 


sin £ 
——— dt 
sin £ + cos £ 


!| 


S druge strane imamo 


za 


I = 


2 
x= asint, U cos £ 
sin t + Zrie 


o 


dx= acostdi;, t 


Iz prethodne dvije jednakosti A 


2 
sin £ +. cost TO 
= - de Ja — 
sin t + Cos t 


nv 
(te) 
PIM o wa 


ba 
I 


az 
ze 
b) Dali smo u integralu = 


—— dt mogli unijeti zamjenu tgt =v? 


sinz + cost 
2. =" 2 . 
2 li dx | dx 1—x = sint 
j;1+V2x—x? I+VI—A—x} |— dx= costdt| 
JE dj PA ŽE HA 
Ž 2 72 2. 
2 cost — — 1 
cos £ 1 
Zna "TtosE t= — u di = 
OS 
2 cost — cos? 
o (U (U (U 
72 5; 
udi| 2 EL 
= —_ — (2 = —-1. 
(=), kl, 2 1 
ik: 
" arc sin 1 
x = x}— 
50. arcsin 4/x Ke ) se 42 = 
Ved—2) eds de (GE 
oa AVl1—x 2vVx 6 4 
4 
EJ 
a 
2 
=2(:a=-2E. 
144 
bg 
6 
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2 
- arc sinx = u, dv = dx 
6". aresina dx) 
I dx = 
!\ du = ————,v=X 
M | V1—x? 
2 Ve V2 
V2 72 zrmĆ 
Sa 2 x 27 x 
= {x arc sin x) —_ || :dx = 8 _ J dx = 
o ENETT- Sk 
M 1—x Ć 1—x 
vVŽ . 
ri 
_| 1-%=" ZEN tdi V2 =") | 
_|-xdx=tdt 8 ! t Ž G 


10.5. Izračunati integral /(z£) i nacrtati njegov grafik, smatrajući ga funkci- 
jom parametra £, ako je 


bu 


sin x 


I=I(t!) = | ae dx. 
V1l—2tcosx +? 
(U 
Rješenje. 
1—2tcosx+12250, jer je diskriminanta cos? :1—140 za svako t E(— 0, + 0). 
Zato imamo 
. u du 
1 — 22 cosx + 1? = u?, tsinx dx = u du, sin x dx = u 


ž 
1— 8, £€ (0,0 U (6,1) 
t—1,t5 1, 
1 + £, tE(—=1,0U(0, + X) 
- (1 +2),:1£—1. 


I(t) = sme e-a-Reu=| 


zax=mua= AH au=| 


1+t 
21 1 1+: a 
— meda, = 2,t € (—1,0) U (0, 1), 
-_-t 


1—:t 


1 (. J+ 
L (usla) =2,A5t5+00). 
t Sa Ba I 


ka Je, x x 
: 2 sin 37%. == 
ra= | EZ — ds= | ——— dr = |Ppsnž)j=2 6=0, 
4/2— 2c0sx 2 sin Ž 21o 
sin 2 U 
(u 


I(-D=2 (C=—1,I0=2 (C=0). 
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Prema tome, funkcija / (t) ima analitički oblik: 
2,kbl=x1 


I(t) = 


—, {| = 1. 
jel 


Njen grafik je 


10.6.  Izračunaj integral 


S 

2 (RE IE (Di 

f |sin x| Vcos x dx. 
St 

2 


2 2 ba 
———_ E COS X = £, x|0 — 
I Isin x| /cosx dx — 2 | sinx Veosx dx 2 Ž 2|= 
zx (U — sinxdx = di, _£|1 0 
Ž 
1 1 4 
=2"' Pe d=—. 
3 
0 
Da li je podintegralna funkcija datog integrala integralibna na segmentu (—2, =)? 


10.7. Izborom pogodne zamjene promjenljive, naći slijedeće integrale: 


4 ZE. 
4 
1". 197 2"; fsinvxdx: 
cost x + 2 sint x H 
(u 
= 
7 _ Be ten 
32; { x sinVx dx; 4. { 2xarcctg x dx; 
o (u 
ELJ 
2 
PRE 
5; IH sin x ai )dx 
1 + costx_ 1 +sintx 
o 
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Rješenja: 


Uputstvo:=1". Smjena trx=1.2. Smjena + = 12, 3%. Smjena 4/x = £. 4". Sami 
riješite. 


ba 
2 x 
u sin x COSx " x=—-—-t 
5", I )=( + : }dx= 2 = 
1 + costx 1 + sin" x. 
o 


Te cos t sin £ 
Go)" )aw= 
2 1 + sin'z 1 + cost 


= -- . 
2 - 
JE COS Xx sin x 
-L((Ez +i an) T 
2 1 + sintx 1 + costx 
o 
1. 
sin x = 2, COSX = T = 
cos x dx = dt; — sinx dx = dT 


ba 
2 . : 
1=2{( COS X + sin x )dx= 
4 o 1 + sin?tx I + costx 


1 6 1 i 


Ja dz dr S dt Te Je 
-I(| )= = — {arctgt) = —. 
: 1+?? 1+?r 2JI1I+P 2' o 8 

o 1 o 


1". fve— 1 dx; 


3 

4 
". (ŠSE 
= (x+1DV/V2OKI 


Ka 
4 

3". (SR dx 
; x PVx?— 


10.9. U integ ralu 


2 


{ f(x) cosx dx. 
o 


uvesti zamjenu .promjenljive sin x = £._ 


"464 


Rješenje. 


ua 32 
2 2 = 2 22 
TSG) coszdr=(( + {+ |+{|)FG)cosrde. 
o o mn pa 32 
Pa 2 
a sin x= 1, x|O0 "= 1 
J/G9 cosa dx = COsSxdx = di, t}o 1 = | f(aresin 2) dt; 
0 0 
: ba 
= sin(x — x) = t, X 77 o 
fr) cosxdx = Cosxdx= dz, t|1 0 = |fGr— arcsin 2) dt; 
= 1 
2 
3x : 32 
Z sna x)= 1, x|ax T -A1 
| / cosxdx = COsxdx= di, 12|0—1 -| J(x — arcsin £) dt; 
st (U " 
22 . (sin(x — 20) = 4, x = 27 o 
ff) cosxdx = COsxdx = di, :1|—-1 0|= {FC + aresin ) dt. 
3se —1 
2 
Odavde slijedi 
27 1 


I f(x) cosx dx = f FEresin £) dt — f(n — arc sin £)) dz + 
6 0 


9 


+ PGC + are sin t) — f(se — are sin £)) dt. 
-1 


10.10. Objasniti, zašto formalna zamjena promjenljive x sa funkcijom P(£)_- 
dovodi do pogrešnog rezultata, ako provedemo supstituciju: 
2 i 
1. 1 = x3 u integralu f dx; 
-1 
1 


2". x 1 u integralu { 
t 
-1 


1+ 4" 


dd 
3". tgx— 1 u integralu ( Po 
Ex=tUu integr " (a 
o 
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Rješenja: 
2 
1". Funkcija t = x? nije monotona u (—1, 17. Alije u (—1, 0J monotono opadajuća, 
a u {0, 1} rastuća. Pošto je x = — Vi zax € {—-1,0)ix = VE za x € (0,1), bit će 


| 


Ako proveđemo. formalno računanje datog integrala "pomoću supstitucije t = x?, 


odnosno x = t?, dobijamo = 


što je pogrešan rezultat. 
1 
2"; Funkcija t = — nije monotona na segmentu {—1,1J, a ima i prekid u tački 
x 
nula. Ali jeu {—1, 0) monotono opadajuća (t € (— o, —-Jji u (0, 1J opada (t E (1, +0)). 


Ako proveđemo formalno računanje datog integrala pomoću supstitucije x= T do- 


bijamo 
1 j 
I se T dresa {arc t g = 
1+23X 1+20 SVAD,a2. 
0 GGSB (el -1 xi 
što je pogrešan rezultat. 
aa postupak je Ki 
= : 
arc t; =—. 
Šu SME SA i 


Šita uveđenom zamjenom, provodeći odgovarajući postupak, dati integral se 
može riješiti. (Vidjeti zadatak 13.11.6"., nesvojstveni integrali.). 


= rx 
3". Funkcija t = tg x nije monotona na {0, z), a ima i prekid u tački " Ali ona 


sz 
jeu { M =) monotono rastuća (0 = £ £ +XC), a u (57) rastuća (-O Ki 0). 


: Ako' proveđemo formalno računanje datog integrala pomoću zamjene t = tg x, 
dobit ćemo nulu, Što je pogrešan rezultat. 
Međutim, datom zamjenom, provođeći odgovarajući postupak, dali integral. se može 
riješiti. (Vidjeti zadatak 13.11.7"., nesvojstveni integrali.) 
10.11. Ako je f(x) neprekidna funkcija na (0, 1), dokaži da važi: 


kd EA 


{fin x) dx = ff(cosx) dx; 

o o 

{ xf (sin x) dx = = frcin z)de: 
o a Č 


"66 


Na : NIHI dd H "I 
Rješenja; — Uputstvo; za 1"., smjena x = ,- t; a za 2"%., smjena x=X—t. 


10.12. Primjenom formule 2". iz zadatka 10.11., ižračunajte integral "' 
n . . . " 
{ x sin? x cos? x dx. 


 10.13. Ako za neprekidnu funkciju f (x) na (a, 5} važi f (a + b — x) = f(x), 
dokaži da je . 
b 


Pf dr= 


a 


b 

a+ T f(x) dx. 
2 

Rješenje. 


b 
a) { xf(x) dx = 


a 


a+b—x=t x_ 

di = — dx, '= 
a b 

— fa+b—Dfa+b—da={a+bDf/Wda= 
; H o. 


2)=- 


b b 
= (a+5b{f(x)dx— ff dx. 
Imamo, I 
b 


{09 dx= 2 


a 


b 
di f(X) dx. 


b) Ovu formulu primijeniti na izračunavanje integrala ' 
z . 
II x sin x dx. 
o 
(Vidjeti rezultat zadatka 9.1., 3".). , 


11. Izračunavanje neodređenih i određenih 
integrala ograničenih prekidnih funkcija 


Ako je funkcija f a) integrabilna na segmentu la, = i 
Fi) =C+{f{Wd 


neodređeni integral, tada je funkcija F (x) neprekidna u svim tačkama ne- 
prekidnosti funkcije f(x) i u tim tačkama ona ima izvod F" (x) = f(x). 

Međutim, u tačkama prekida funkcije f (x), izvod funkcije F(x) ne mora 
nužno postojati. 
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Zadaci (11.1.—11.2.), 


11.1. Naći neodređene integrale: ; 
1 


1zax=—,n=+1, + 2,... 
1. (f(x) dx, 6) = F 
Oza xf—; 


. : " 
2"; $ sgn x dx; 
3". J sgn (sin x) dx; 
4. I id dx (x 2 0); 
s. | (— 19 dx. 
Rješenja: 
1. FW=C+ (ro dt=C+0=6, 


F'(x) = 0 za svako x. 
2". Funkcijaf(x) = sgn x ima prekid u x = 0. 


x 
F(x) =C+ fsgaxdxz = C—a+|xl 


a 
F(x) = (C — a + |x|)}' = sgnx za x £ 0. 
Z2x = 0 izvod F' (0) ne postoji. 
3". Neka jenpr. a = 0ix € (km, (k + 1) n}, imamo 


rx 2x 35 


x a 
FO =C+ |da— {d+ far+...+ Jova = 
(U 64 2re kn . 


a Korito ai 
C—x+(k+TDr, k=1,3,5,-..- 


Analogno za x € I— (k + 1) rn, — kd), imamo ' 


-kn _r 46 NE 
F(x) = f (SDA H..+ J dt— f dt+C= 
x —2x _ rn 


= C+x+ kr, k=0,2,4,... 
_VC-x—k+HVDAk= 1,35. 


Prema tome, F(x) = C + Arc cos (cos x). 
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4". Pdax = FOO = C+ {Har = 
9 


' PNE SEE 


i . 3: (x1o. Ž 'x 
=C+{0-:d+{1-d+ {2+-dt+...+ f (IX) — 1) dt + { Ixldt = 
o 1 2 I=I—1 Ix1} 

=C+1+2+...+ (PA D + (xx — ix) = 
C+ SAD te} +IJe ke C+ a ex — A — 1. 


5". a) Nekajea =0ix €E {|x}, Ex) + 1) (x S 0), bit će 


HM U 2 3 
FO Dax = FW)=C+ JODda+ | CGDda+ POD +... + 
ak U ODO 1 KOn2r OG 


Ix1 I x 
+ f (— EI dz + | (DS = C+A—-1+1—1+...+- 
{x}—1 Ix} 


+ (AJEKI) + (— DET — pr) LB 
C+x—k,k=0,2,4,... 
| C_—x+k+1,k= 1+3,5+++, FO) = £ Arc cos (cosm) + G. 
b) = Naći rješenje za x = 0. 


11.2. Izračunati određene integrale ograničenih prekidnih funkcija: 
4 : a 
1". J _M_ s 
\ 1 + |x| 


2". { x sgn (cos x) dx; 
o 


2 
32. {123 dx; 
(U 


n+1 


2. { niddr EN); 
1 


3 
5% f sgn (x — x83) dx. 
(Ma 
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Rješenja: HM 
N ix) ; Mao ;; ; 
x — 1 06 1 
1. dx= { -——4x+ { ix+ { d 
1 + Izl 1—x 1+x Kurt 
—_ %- 9. ) 1 I 
3 4 
+{ —-—- dx = 
1+x 1) 
2 
I ' 0; KOD SSD k) 4 
= —{(— ln (1 — xI + (ln E + IZ +2IInGA + x,)| + Zn (1 + x)1, = 
=3n5—21n4— 1n3. 
= . x 
= + Se I Se 2 1x27m , H 
2% {=s CO: dx= { dx |. dx I | (51 = a 
gn (cos x) x x 21, 7 4 
o (U SE = 
Ž. . Re 
3". Kako je KS: i ik 
=) 2ax= 0, 
IE £2 an 05x£N2,. 
2EXSK3 z 2 5=xSln3, 
6xEZK8 za n6 xn, 
ILKE£LB zaax=2, 
to imamo pied m Set. 
2 1n2 123 In4 ln5 1n6 
f tela = { 1d4x+ {| 24x+ {| 3dx+ | 44x+ | 5dx+ 
0 0 1n2 In3 In4 lnS " 
127 2 
+ { 6d4x+ { 7dx = 14 — a (7). 
1n6 1n7 


4". Rezultat, in (n!); 


5". Rezultat, —1. 


12. Razni zadaci (12.1.—12.22.) 


12.1. izračunati 


2 


k um dx. Neenu 
x L3xX%+3x%+3x+2 au 
1 


760 


Rješenje. 


Primjenom Hornerove sheme pokazujemo da x € { — 1, —2}3x'+ % + di + 
+3x+2=0; pa je xt + 3% + 3xX 1IxHI=kK+ De+2) GCC" + 1). 


% A + B Cx+D 
xt 43% +3X+3Xx4+2 x+1 x+2" X4I 

| 2 1 3 
SASKE BAS CSt Dat 

Pe 5 10 10 


2 2 

I x = xU + dx + 

EM TK (3KK2 - 2 Jx+1 SJx+2 
Set AI 1 


+ 12AZe _ 2Sa2— 183 +In5 o 3) _T 
utrine 20 zo (2018 -7). 


12.2.  Izračunati integral 


443 
( VRELA 
x—4. 
{ VAR E de 
x?. 
2 
Rješenje. 
a teta |) 2 x=2 t Ri 
%x=z = = — 
, sin£? B 2." 
Vi 4 dx= za: 
x? = 2 cos £ 4V3 a | 
dx = — — di; x= —, | ta 
2 | sin? 1 3 3 
ELJ Ed ba 
FM 2 2 
{ 2 cotg t' sin" t- 2 cost COst £ 1 — sin? t 
|. : - : a= {| a= : = 
4 sin? t sin £ sin £ 
se Ed ba 
2 3 3 


NJE! 


2, a ; 

{( =" sin £).dr = E 1 root) 1 dn3 1 
= — dn tg — = — — 1). 
= : SG 77 
Je kg 
G 2; 


12.3. KRSI integrale: 


"(45 


S = x+1 
' "(ig ' -124e 


71 


Rješenja: 


1". 
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1 1 ! 1 
x++1 Gt+ Dr — 22 (2 +V2x+ 1) (mt 42x+1 1). 
4xz+B Cx}+D_. ,_V2 g_{ 
= Kata u 2 EK. TNT i = 
xX+V2x+H1 x—V/2x+1 4 2 
c=V2,p._1 
4" 2 


dx; 


1 uz 1 == 
dx 1 V2x+2 1 —-V2x+2 
{ , sea 
4 -V2x+1 
o 


-L 6x- V2)+1. 


— we %+V2 mu kV? ix 1 
SEUVA 8 $ %+V2x+1 —-V2x+1 
{1 1 
1 1 
S(lvadUu 7 NJETT U 
1 . 
_ZEPVI—, dx — a (xt+Vžx+ DI= =n(2+V2), 
x%+V2x+1 
1 m 
x2 S j dx = (ln (x? -V2x+ DI = ln (2—V2), 
1 1 a I 
vi (= za = V2larctg(Vžx+0} = 
xX+V2x+1 2\? 2\? 
(+2+05) 
0 o 
= V2 |rctg(Vž+0- 5); 
; dx ; dx 1 
— Ž_—= (  —————— = V? laretg (V2 x—1)} = 
%—V2x+1 4/2\2 2)? I 0 
li ht) 
("U o 


=V/2. (rete (V2- 1) + " a 


dr Ei s Kieja Jak VI 
H 
+ 2 (area (JE+ 1) + are (VE DI = 
mm G+vD+žE. = % 06 +2V2) +2). 
Ka IZ) PRE! ; 4x1 
7 | SR |av Žao ime zh G1112 


(= 
(= 


Odavde imamo 
1 


1 3 312 + 4 VE 
PSI SRS Sp maa 3 
8-4 32 ( +202). 


Ka je d 
| Ct+192 
(U 
= dx 

3. Naći (1 koristeći se postupkom i rezultatom iz 1". i 2". 

i Ž (xt + 1) PRE 


Da li se ovaj postupak može generalizirati? 


4". Uputstv I. n+| ake 
. utstvo. ' = _—_———— 
pu 2 1 (GX! + 19 
(H 


12.4. Izračunati integral 


dx, (a = 0). 


m= (VE 


a 
Naći izvod funkcije / (a). Pokaži da / (a) — 0 (a + 0). 
Rješenje. 
Uzmimo novu promjenljivu t = V1 + x — 1, pa se dobija 
1 ' 1 
Ž ; Ž 
I(a)=2 I G+1d=2 I (t+3+2)dr= 
ViHa—1 Vl+a-1 
=11—a—4V1+a—A4n(Vi+ja- 1). 


73 


Provjeriti tačnost rezultata, na taj način što će se naći 


T=U-a-4ViHasn(Vi ta 1). 


Lako je pokazati, um I (a) = +G. 


12.5.  Izračunati integral 


2tlne 
I() = )— 
(2 + ni 
Rješenje. 
— di = 
(2 + 1) 22 
U = —— dt 
1 (22 + 1)? t 
—linx ' 


= 11 + In x— ZIne+ 1) — 1n21, tj. 


456 1 U 
IG) žd m(" ): 
2+1. 2. \WII 


12.6. Izračunati integral 


= Ante u=lnt | -LHT =. 


2 +1 


b 
TVE abd (a £ 5). 


Rješenje. 
O=Gk—aCb=x)=(a+b)x—x— ab=—C"—(a+ 8)x) — ab = 
a+b? a+b a— b\? a+b? 
(=) P24C NE G P 
2 2 Ž PA 
Što upućuje na uvođenje smjene 


a+b b—_—a 
+ 
2 


COS £; 
x=a,t=rix=b,t=0 ((ZSt£KT); 


b— 
dx= — 


S EEP), EC 
S sintdt; Va -aCb—x3= ; sint 20. 


Konačno dobijamo 
b 


ke ma 2 sin? giŽa. = MH . 
| VEGO Bar | O TFH u TD (a — čosi)di = 
Iv i (u 


ZG— a 
a ij em 
8 


74 


12.7. Neka je 
— x2 
Fe oje| ROM, 
(1 + 2) VI1 + x1 
1". Pokazati da je 
I (a,b) = — 1 (—a, —b); 


2". Ako su a i 6 istog znaka, tada je 
I (a,b) = (2): I 
a b 


3". Pokazati da je 


I(e, —) =0.. 
a 


Rješenja: 
1". Smjena t = — x daje 
£ 1—?2)dr ' . 
I (a,b) = f ad") S PČEdET), 
(1 + 2)4/1 + gt . 


-a 
" 1 
2". Ako su a i b istog predznaka, tada zamjena x = T daje 
1 1 


Tu r= 2m' a—")dt r(- 
sg (1+5) 1 a+NV/I+E 


ze 1 
a a 


i(e2)=r(1=1(e1), 
a odavde ; 

I( —) = 0. 
12.8. — Pokazati da je 


b b 
TFWdr = (fa +b—x) dx. 


12.$. Izračunati integral 


a 
f{fIn(1 +V3 tgx) dx. 
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Rješenje. 
Prerna zadatku 12.8., imarno 


EJ 


3 
Nn(1 + V3 tsx) dx = fu(t+ vše(t —x))dx. 
a o U 


Det wa 


Odavde 
PA kd 
3 3 s 
Z—_—VI3t 
fna +V3 tgx) dx = fu( + — +) dz= 
Hi 1+V31gx 
o 
= a za 
3 Ž 3 3 
-{m( — )ax fresaz— (n+ Vštgx)dx, 
o 1+V3Igx Š o 
i konačno je 


ja 


KO 
fn +V3sg= im. 
(u 


_12.10. Izračunati integral 


km 


2 
{{G) dz 
0 

ako je f(0) = 1, 


f (x) = cos x + sin x ((=2=7); 


4 
f'(x) = sinx — cos x + V2 U £Xx =), 


pri čemu je funkcija f(x) neprekidna na E 31 ' 


Rješenje. 
Iz F(X) = cosx + sinx (o KIK :) slijedi f(x) = sinx — cosx + CG,. Kako 
je f(0) = 1, imamo: 


C; = 2, f(x) = sin x — cos x + 2. 
Iz f(X) = sinx — cos x +V2 te KXS =) slijedi 
f(X) = — cosx — sinx + V2Xx + C;. 
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-$ 2= 2. Kako je f(x) neprekidna u tački 


VE_VE 
2 


Za EZ P x 
X=E= — IM —| = 
7 mamo G) 
x : 'A/2 5 . _ NET 
Z tojeza Vi + Os tje 6 =2+V2 (1 ). 

Otuda je 
IC) =— kosa +sinx) + Vir + (2+Vz (1). 


Prema tome, treba naći integral funkcije 


rn 
sin x — cos x + 2 za O5=xST 


Jx)= 


ba s s 

— (cosx + sin x) + V2x+ (2+Z (i -2))a{=xrxi. 

Dakle, imamo " 
ZE = 


2 4 
fr ax= | Ginx—cosx+ 2) dx + (- (cosx + sinx) PV2X+ 
0 


(9 


R|H — Na 


rx 
2 


7 
+(2+V2 (1 —))a= {|6nx cos x) dx | (cosx+ sin x) dx + 
o 


Pa = ud 

VE (sav (sv (i _ =))d= (inx— cosa)dr— 
x 0 0 
Ku 


it 


Ba H 
4 
3V218 KS. 
—2 | cosxdx+ 32 +(4+V2(1-2))2 ss. 
0 


dx= —V2+ %l+(irve(1=5)5. 


O t— Na 


12.11. Naći granice između kojih se nalazi integral | 


In (cos x + sin x) dx. 


Or wa 
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Rješenje. 


(a) Kako je cosx £ sin x = Vžos(t—z) i 
vV2 Gm I z) a 
ERLOBEN RAJ —)\ t 
2 zos( kese o je 


1 
1zVvros(t—x)z ZVžiO = nbinx + cosx) ax 12. 


Na osnovu 5. (6) slijedi 


In sinx + cosx) dx X Žm2. 


M 
+, (SET 


_ POLJ I a 
(b) Pošto je 1 £ sinx + cosx £ /2 i In (sinx + cosx) = 0 za Vix=; 


: , S 
slijedi da je m = 0 donja međa podintegralne funkcije na segmentu (s: =T G 
Odredimo gornju među pomoću izvoda podintegralne funkcije. 


cos x — sin x ax 


"x) = ———— = 0 ODAJE 
FE) cosx + sin x Ne 4? 
2. 
"T (dm er RI} 
FG) (cos x + sin x)? 
ae a ma, . x} 1 
Funkcija f(x) = ln (sinx + C0sx) u x = 7 ima maksimum (5) = 7 N2 


Zato dobijamo rezultat iz (a). 


12.12. Koristeći se teoremom o srednjoj vrijednosti, ocijeniti integral 


5 
xeE 
17% |; Na u 
x2 H+ 4 " 
—-3 S F 
Rješenje. 
m ! x H 
Neka je f6) = 77 280) =2. 
Lako je utvrditi da funkcija f(x) = u tački x = — 2 ima minimum f (—2) = 
xX+4 GE 
H = 
= — 7 :Ulačkix= 2 ima maximum f (2) = i . Pošto je m = — 1 M=C, boje 
4 i; 4 4 
Ve Pe 
Pl Va 
s 5 
= dx=, 1 
15n" u{e dx= ko, 
-3 =; 
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slijedi 


ket T xe? de e€—1 
4e' SP Sui 
—-3 
12.13. Koristeći se teoremom o srednjoj vrijednosti "ocijeniti integral 


1 
arc sin x 


x+2 


-1 


12.14. Odrediti jedan interval u kojem se. nalazi 


ba 


j z 
I = fVcosx dx. 
0 


Rješenje. 
Ski 2 rn Za T "= ; 
Pošto je£ 1— —x £ cosxx 1 za OKxxi(y=1——xje tetiva luka krive 
In Jr 


xn Kole 
y—0sxza0 xx), iniamo 


tj. 
2 
za _— Je 
SESI cosxdx £ —. 
3 ko PA 


12.15.  Naći najmanju i najveću vrijednost funkcije 


"ti - 
F(y=f dx na segmentu |0, V3|. 
GFSPE) egmentu (0, V3| 
o 
Rješenje. 
a x=1 
SOS FI 


Potreban uvjet za ekstrenum je F"(x) = 0. Dakle, x= 16 F(x) = 0. 
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Još treba naći F (0), F(I) i F (64 3); pa zatim dobivene vrijednosti uporediti. 


F(0) = 0; 
1 
v= | SL a= Zu (+ DI, I; ed = 
= rei — |arc 
) SIKI g 
(u 
=2 3 4 V2 
= 4 = nV2— ine =n— 
4/en 
nZ 
F(V3)= na Ž ama mo = n—. 
e3 
: . V2 I 1 'x 
Pošto je e7 S 4, to je 7 £ 1. Zato je FA =712— a =£0. 


7 Na 

ka 2 : 2 
Kako je 2? £ er, tj. 2 £ 23, toje — £ 1. Otuda je F(V3) = n—=10; 
3 e3 
Dakle, najveća vrijednost funkcije F(x) je F (0) = 0, a najmanja 


1 a 
F(1) = —n2—"5., 
. a) 2 Ž 4 


:12.16.  Izračunati integral 


27 
{O —cos2x+V1 + sin2x) dx. 
o 


Uputstvo. 


Funkcije f(x) = 1 — cos 2x, e) = 1 + sin 2x transformiraj u proizvod trigo- 


:nometrijskih funkcija. 


12.147. Izračunati 


dx 
J mere 


Uputstvo. 


Vidjeti zadatak 12.6. 


12.18.  Izračunati 


:80 


} 
2 + sin x ć 
o 


Uputstvo. 
ž = JE x 
Uvesti zamjenu tg (= = 7) ={t 

; A 2 


12.19. Naći lim F(x), ako je 


%x31— 


a= (| 
x) = | —v— dd. 
J VI — tt? 
o " 
12.290. Po x riješiti jednačinu 


x 

f ! a+, 
2—+1 2 

(U 


12.21. Koristeći se teoremom o srednjoj vrijednosti integrala, procijeniti 


integrale: 
2 ja 
1+ n1 
i d ""xv6x 
KM Nm 
sin x ) č—2 
1 n5 
2. 
1n3 am 11: 
eVvV2—x ——2%+—xX2—6x 
3". I dx; 4. | 4 2 
xt—2 dx. 
—-4n3 ; č : 


12.22.  Izračunati integrale: 
x 
lntg {a +2) 
s(2+7 


Ki 
1". | % 
: x 
T 


sin 


2". F(x) = J arcsinvi di (0 £x 52); 
o 


+ xx ZSXxSI 
Đ = 
= (gd af9=| 1 a_j, era1: 
g = 


2 I 1 
4. {(t+2)- "dx 
x 
mm 
2 


81. 


; Parke SEJO ' 
(smjena t=%x+ —, Pri tome imati u vidu dar =x+ a opada kad xraste 
x € x 


od = do 1, i raste kad x raste od 1 do 2) = 


13. Nesvojstveni integrali 


1. Nesvojstveni integrali sa beskonačnim granicama (1 vrste) 


Neka je funkcija f(x) definirana na intervalu {a, + co) i integrabilna 
na svakom njegovom konačnom segmentu {a,t} (t = a). ; 
Ako postoji konačna granična vrijednost 


lim (fG)dz= 1, m a) 


tv T0I 
onda uzimamo da je 
TIM lim Td =, MK :24E" 2) 


= 


i kažemo da je integral ! f(x) dx konvergentan (postoji, ima smisla), a funkcija 


f(x) mtegrabilna na {a, +). 

Ako limes (1) ne postoji ili je +oili — — 0, kažemo da integral divergira 
(ne postoji, nema smisla). 

Integral (2) je nesvojstveni (neparvi) I vrste. 

Na analogan način definira se nesvojstveni integral: 


Td =jim P/G)de(1 = 0); 


Trevrin | Kazuki) (14 


Nesvojstveni integral U" f(x) dx kažemo da postoji ako postoji svaki od 
—_-D 
dva 'nesvojstvena integrala na desnoj strani. U tom slučaju, kad postoji, 
njegova vrijednost je jednaka sumi oba nesvojstvena integrala na desnoj 
strani. 


Da bi integral I "fG) dx konvergirao, potrebno je i dovoljno; da Geza. 


svako e€ = 0 može haći 7 (s) = a takav da za a sn(gia" S mn (e) važi 


(rod (02% | {76px LE. 
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Ako Ktegrtik f | U (i dx, kaže se da ) f () dx apsolutno Kaibin 


Ako je integral apsolutno Konverjentanisdti onda" je on i konvergentan. 
+ 
Ako je integral { f(x) konvergentan, ali ne i apsolutno konvergentan, 


onda kažemo da on uvjetno konvergira. 

Kriteriji konvergencije: 

(1). Neka su funkcije f(x) i g(x) definirane na intervalu {a, +x) i 
integrabilne na svakom njegovom konačnom segmentu {a,_t} (: = a). Ako 
za svako = 2 x, S a važi nejednakost US (x) = £ (x), tada ako konvergira 
integral im g (x) dx, onda konvergira i integral I. f(x) dx i vrijedi 


a a 


T/war= Teta 


+o 
Ako divergira integral I f a dx, ' ako je T f(x) dx = = + CG, onda 
+ 
divergira i integral J g (x) dx. 
(2). Ako su /) i g(x) pozitivne e fenkcije na la; = i ako postoji 
u Le) 


=C(Oze£+O), tada" oba integrala ) f(Jdzi KG 
sm g(x) 


konvergiraju ili oba divergiraju u užem smislu i imaju vrijednost 1. 
(3). Ako ja = 1 (a £ 1) i ako za sve Movoljuo" velike vrijednosti x važi I 
IF (| £ cx 2 (c = 0) (f(x) 2 x"2), onda. integral ' f(x) dx apsolutno kon- 


vergira (divergira u užem smislu i ima vrijednost +). 
(4). Ako se funkcija f(x), za dovoljno veliko x, može napisati u vidu 


JG)= = (a = 0), (f(x) 2 0, g (x)Z0Ii integrabilne), 
onda: Katra CHO SZ 5750 ie 
. (7 f(x) dx(a = 0) konvergira (divergira). - 1 


HM + I F 4+G -; 
(S). Ako Kotvereitiju integrali ( f (x) dxi f (ds "= konver- 


gira i integral funkcije MCG + ug 9 na fa, dići) i važi 
+ 


Pa S el Tros+fs)a 
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(6). Neka je funkcija f (x) definirana u intervalu (a, -H ) i integrabilna 
na svakom njegovom segmentu (a, t} (a £t £ 0). Ako funkcija f(x) ima 
primitivnu funkciju F(x) u cijelom intervalu (a, + 00), onda je na osnovu 
Newton-Leibnizove formule 


TF) dx = F (2) — F(a). 


+ H 
Integral J f(x) dx konvergira onda i samo onda ako postoji lim F (t)i tada je 
. im +C 


ff/(Y dx = lim F (2) — F (a). 
PE) H 
Analogno, za integrale: 


{ fC) dx= F(a)— lim F (i), 


Io 
I) f(x) dx = lim F(t) — lim F(R). - 
a i++6 ky 0 
2. Nesvojstveni integrali neograničenih funkcija (13 vrste) 
Neka je funkcija f(x) ograničena i integrabilna na svakom segmentu 
{2 b— | 0 £eE€£5— a)i neograničena na svakom segmentu (5 — £, b). 
Ako postoji konačna granična vrijednost 


be 3 
lim {| f(x) dx = 1 (3) 
890 ba 
onda uzimamo da je 


b b_e u 
P(Yd=lm {| /(K)dx (4) 


b : 
i kažemo da integral J f(x) dx konvergira na {a, b)| (postoji, ima smisla). 


" a 

Ako limes (3) ne postoji ili je + co ili — 0, tada se kaže da dati integral 
divergira (ne postoji, nema smisla). Tačka b naziva se singularnom. Integral (4) 
je nesvojstveni (nepravi, uopšteni) II vrste. 

Neka je funkcija f(x) ograničena i integrabilna na svakom segmentu 
fa + e£',b)(0 = £' = 5 — a) i neograničena na svakom segmentu (a, a + £'). 
Tačka a je singularna. Tada se, na analogan način, definira 


b b _ 
(FC) dx =lim { f(Jdx. (S) 


a+e' 
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Neka je c(a £c = b) singularna tačka funkcije f(x) na {a,b)|. Ako je 
f(x) ograničena i integrabilna na fa,c — e) i na c + 8',b)} (0 Ze£c—a, 
058 £Kb— c), ondaje : ) 


b -—e b 
{f() dx =lim |f2)d+lim_ {| J()dx 0 


ako i samo ako postoje oba integrala na desnoj strani, pri čemu €—0 i £'—0 
neovisno jedan od drugog. 

Definicija važi za konačan broj singularnih tačaka x €E |a, 5). Neka su 
a, c,b(a = c £ b) singularne tačke funkcije f (x). Ako je f (x) integrabilna na 
svakom segmentu (a + £;, c — €2), odnosno na segmentu (c + 25, b — £,) 
(8, = 0, €7 2 0, €3 2 0, €£, = 0 dovoljno mali brojevi), tada je 


b d C— 22 h 
TFG) dx = lim { f(x) dx + lim {| f(x)dx + lim { f(x) dx + 
a 630 a+: 2220 đ 520 03l6, 
b—%, 
+lim { f(x) dx (7) 
e,20 k 


(azd=c=h=S b) ako i samo ako postoje sva četiri integrala na desnoj 
strani. 


b 
Da bi integral I f(x) dx (gdje je 5 singularna tačka) konvergirao, nužno 


je i dovoljno, da za svako e = 0 postoji takav broj n,(£) da za O £97- 
Kml(2Đi0 Sg Kn (e) vrijedi 


b=, 
| ! S) dz| £€. 
bn 


6 b 

Ako konvergira ! |f(x)| dx, kaže se da I f(x) dx apsolutno konvergira. 

2 a a 

Ako je integral apsolutno konvergentan, onda je on i konvergentan. 
Obrat ne mora biti istinit. 

Kriteriji konvergencije: 

(7). Ako j Oza 1 (a 2 1) i ako za svako x iz jedne desne okoline 
tačke a vrijedi nejednakost |f(x)| £ (x — a)—+ (If (A) Z (xk — a), tada 

b 


integral { f(x) dx apsolutno konvergira (divergira). 


(8). Neka funkcija f(x) za svako x — iz jedne lijeve okoline tačke 5 
ima oblik 


x) = EC) 
fCe) TRE= (a = 0). 
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Akoje = lig()S CS+Y0 doja li g(xZeCa 0), tada integral 
II f (x) dx Koterrgija (divergira). nm I 


a 


b b = 
(9). Ako konvergiraju integrali f f/()dx i { g(x) dx, onda konvergira i 
integral funkcije Af(x) + u g(x) na fa, 8) i vrijedi 
+ b b+ 
PUAJG) + ug (x)) dx = A { f(x) dx + u | g(x) dx. 


(10). Neka je 0 £f(x) £ g(x) na |a, 5), tada ako konvergira integral 
b E bi "VE 
{ ee) dx onda konvergira i I f(x) dx, te vrijedi 


ME b 
{O dx £ { g(x) dx(a £ b). 


(11). Neka je funkcija f(x) definirana na (a, bl i integrabilna u običnom 
smislu na svakom intervalu {a,b — 2) (0 £e£b — a), gdje je b singularna 
tačka. Ako funkcija f(x) na fa, 5) ima primitivnu funkciju F(x), tada je 


be 

MU) f(x) dx = F(b— £) — F (a). 

Nesvojstveni integral (4) postoji onda i samo ondaako postoji lim F(5 — £) 
$—+0 


i tada je 


b 
{ f/69 dx = lim F(b — e£) — F (a). 


a 
Analogno 
. 6 6 - 
{ f(x) dx = F (6) — lim F (a + £) (a singularna tačka, 
$-—+0 
(ka € £ b— a). ) 
3. Glavna vrijednost integrala. 
U nekim slučajevima limesi na desnoj strani jednakosti 2.(6) ne postoje, 


ali postoji 


V. P. IC dx= lim | T/9A+ PfOd|. (8) 


eba 
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A Ru 
V. P. {f(x) dx, kad postoji, zove se glavna vrijednost (valeur principale) 
Gesete I SE 


nesvojstvenog integrala f f(x) dx. 


a 
+ 


Analogno se definiše glavna vrijednost integrala f fC9) dx kao 
I + a ER I E 
V. P. { f(x) dx = lim f f(x) dx. (9) 
pole a+ S 


Kod glavne vrijednosti integrala singularnu tačku c obuhvatili smo 
simetričnim intervalom (c — e,c + £€), dok smo kod nesvojstvenog integrala 
tačku c obuhvatili proizvoljnim intervalom. Zbog toga, ako je nesvojstveni 
integral konvergentan, tada postoji i njegova glavna vrijednost koja je jed- 
naka vrijednosti samog nesvojstvenog integrala. Ali, iz egzistencije glavne 
vrijednosti nesvojstvenog integrala ne slijedi nužno egzistencija tog nesvoj- 
stvenog integrala. 

Ako glavna vrijednost postoji, onda vrijedi 


NE 0, ako je f (x) neparna . 


TV. P. ki (x) dx = 2{/ (x) dx, ako je f (x) parna. — G 
. o sm 


Za izračunavanje nesvojstvenih integrala moguća je primjena parcijalne 
integracije, odnosno uvođenje novih promjenljivih (čime se, ponekad, dobiva 
običan integral). Pri tome treba voditi računa da svaki od, dobivenih, sabi- 
raka ima smisla. "= I 


Zadaci (13.1.—13.13.) 


13.1. I zračunati integrale: . 


+G No 
10. f e" dx (-OLAL+TG; 2". (5 (a £'0); 
H I Ja4x2 | 
a o = 
FG REN Sa Fe 
32; a dx, x 40. J cos x dx; 
; (1 + x)3 di 
+e FC se _ 
50%. { dei. 6". { x'e-2 dx (15 0, n prirodan broj); 
x%—2" 0 : . 
+ I +C ZE 
7, (ZE us 0); mm g": ma 
x i I x 1+xX 
a o 
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Rješenja: 


1". Funkcija f(x) = e—%x je integrabilna na svakom {0, £) (a £ £ = + X) i ima pri- 


mitivnu funkciju na (0, + 0). Zato je: 
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1. za4220, 


: : : 1 t 1 
( e-xdx— lim ( ex dx= — — lim (4) = — — lim (e-4t— = 
J t+ + t+ + (U A + 
o 0 
= 1 
= 
2. za A4=—=0, 
+ 
fx=+0; 
ae 
3. za4-—0, 
TO £ 
1 t 
{ dx= lim f em dx= —— lim. (ek} = + 0. 
ja. 13+0) A 1540 () 
Dakle, imamo 
1 
+5 5 —,za250 
| emdx= A . 
o +, zn 25 0. 
+ a 
22. I += li. I += lim E t | 
. —— = lim — = —arctg—| = 
; a? + xx? ste at.+x2 1++0 Ll|al. 8 ido 
=" Ket dao) 
= — m arc S) "JR i a - 
arte la Zla 
+o t = Vi 
ze Vrda ig (VE dk_) 2ztdz 
i ; AHX}} roka) A+X}} r+o | (1 + 22)? 
Ivi - dz 1 Vi 
z £ £ 
= lim |- + lim { =+— + lim (arctgz)} = = 
t+ + 1 + 221 2+o 1+22- 2 Ke š A 
1 = RK 1 am 
H 4 4 
+ H 
4". { cosxdx = lim { osxdx = lim sinf — sin0O = lim sin f. 
0 i2T0 t+ bG iz +C0 


Pošto lim sin x ne postoji, slijedi da dati integral divergira. 


t+ 40 


+$o 
1 


50. ! s-17541 = 77)" 


£ 
x 


1 1 
= 1 im = JEG lim | 
2V2izia. \x_V2 x+V2. 2V2 izraol x 


+ t u=x2t 
6" I xte-xdx= lim |x" e-kxdx = = 
; ty 10 4 dy = ex dx 


x" e-Ax yt 
lim =) + lim x1-1 g— dx= 


no = 


+V2 2 


+ +0 A 0 A 1440 
HG 
Ihe-dt n 
=— lim +2| 4-1 g-Ax dx 
jo 4 A 
(U 
£? g- dt 
Za izračunavanje lim primijenimo L' Hospitalovo pravilo: 
iy+C0 
? ._ nit lim £ (n— 1) = n! 
m = m — = m =... im = 
1940 Met go Meki tr MB gt 140 A7H gt 
+ 
Stavimo li 1,, = I x" e-At dx, onda je 
o 
no 1 : 1 
Ta = glimn = grm 1) 1,2 n= ma 1) (n—2)...2.1- 1, = 
n! 
== 1. 
. + 
. . et — | 1. 
Kako je 1, = J e-4x dx lim ( ) = — imamo 
+ 40 A A 
o 
n! 
nn (gn 
7". Razlikovat ćemo tri slučaja: 
a) a=1, 
+ ix 
. de t . 
JE = im |—= lim (lnx)= lim dat) — ha = + %; 
t+ 10 x — še a t++C 
a a 
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dx 1 ; 1 1 sa kh sed Se 
(== san islmd de 
Ke. 1— ars yolxrilg | —g\my+o tal | ga : 
a LT 
2) 51, 
Kom i ; 
1 11 a 
IH = lim (= |= 1 ( lim pra — ata) = LE, 
xa Grke == 


1—a8 sto =. a—1 
a IM % 


+C 


; dx GRM 
Dakle, integral Ji — (a S 0) konvergira za a = 1, a divergira za a £ 1. 
xa ) 
1 j ; š a 
8". Uputstvo. Funkciju f (x) = PRE rastavi na sumu pravih racionalnih funkcija. 


13.2. Izračunati integrale: 


a 


1"; J ex dx; 
H _- o 
( dx 
2 (s 22 
_- a 
("U ="X 
30 J x dx 
Vidi 
Rješenja: 


1". (a) za45 0, 


a a 


ekxya = gla J . ; gela 
| e=dx= lim ex dx = lim (51-5- 7,7 eh = —; 
h+— o ho L Al A A ho A 
_ a = {A ; , 
(b) za1= 0, 
Zi 
{dx= + %; 
_- 0 
Ke) za41 40, 


a 


AMG NE (Em + 0, 
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Dakle, imamo 


..—;, za 4150 
| ordx= A 
- a + 0, za 720. 
2% (a £ 0). 
o A o La 
3. J xdx x=—t |= |! tut = tdt 
Vxt+1 dx=—dt Ve+i VE+I1 
ide 
— lim =— lim VEFIJ, =— lim Vu +1+1=—0. 
WEN VEDE ur dCO0 ur 0O 


13.3.  Izračunati integrale: 


+ 


{s(= = = (a £ 0); 
at + x2 
—_ a 
+ 
2", 175 
1 + xx? 
- o 
+ dx 
3". | 
x? + 2x + 2 
Rješenja 
+D HM (" d +C dx 
Pe %x bg bg sr 
ke; I 242 Prag) ade Za" 2 a" 
_ a - o 0 


(Vidjeti zadatke 13.1.,2". i 13.2., 2"%.). 


H 
xdx 1 
2% — = —(hn(1 +2) n+ 2). 
(pa za a+ 22) 
h 


Pošto se izraz u zagradi, za 1 + 0, kh — 0, javlja u oblika o — X, zaključu- 


+G 


= ; 
jemo da integral Il ne postoji. 
I 8 1+2 P J 
- a 


3". Rezultat, sr. 
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13.4. Ispitaj konvergenciju nesvojstvenih integrala: 


+ "u 
1. {| e-"sinlxdx_ (1505 2. J AMCIEK dj, 
o = 
HC 
s T Meje a { COS x 
g 1 + x2 
(I 
= . 
50 (+ s 1) 
xx 
1 
Rješenja: 
+ 


1". Kako je |e-4xsin 2x| £ e74x, a integral J e-Axdx za 450 konvergira, to 


0 
na osnovu poznatog kriterija slijedi da konvergira i integral 
+ 
{_ le-4x sin Axl dx, 
(U 


.a ovo znači da. dati integral apsolutno konvergira. 
Ostavljamo čitaocu da izračuna dati integral. 
+ 
J . dx 
dx uporedit ćemo sa integralom II 7p 4341 12); 
1 


arc tg x 


2". Integral I 


igx)= Že 2 1), f(x) = 0 i g(x) = 0. Primijenimo 


Uzmimo, f(x) = = 


kriterij lim JG uja (O £KcK + A), pa imamo 
x+40 S (SAM 
arctgx 
lim —— = lim (x"-- arc tg x). 
z2ta 1 240 
x? 


Odredimo n tako da ova granična vrijednost bude konačna i različita od nule. Oči- 
rx : 
gledno (pošto je lim arctgx = Sad GE 
PFUrIKE , 2 
SC 


arc tg x 
Pošto integral E —_ divergira, slijedi da divergra i integral Tete 


3". Pošto važi nejednakost x} — Ax b+ 50 (-ozI£= +) ili -" xx 
£ — Ax + 22, slijedi da važi ee £ ex - €27. 
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+ 
Na osnovu već pokazanog da f e-2x dx konvergira (4 = 0), slijedi da i integral 


(U 
kad 
II e- dx konvergira. 
0 
$+D 
|cosx| 1 . sa 
4". Pošto je £ —— , 2, kako znamo, integral { konvergira. 
Ko 142 145 , I 
$+G 
će = ; ; |cosx| 
zaključujemo (na osnovu datog kriterija) da je konvergentan integral 142 pa 
x 
0 
+ 
u COS X a 
integral II dx apsolutno konvergira. 
; 1 + x? 
u 1 HC + +G PE 
sin x sin x; 
5%, Iz £—(GS0) slijedi RP '\axx I £. Integral I — je 
xx x" xa xa xa 
1 1 1 


+ 
si 
konvergentan (zadatak 13.1.,7".) za a = 1, pa je takav i integral i RK ee = 1). 
xa 
1 


HG 
Prema tome, I 
1 


sin 


% dx(a S 1) apsolutno konvergira. 


xa 


13.5. Pomoću potrebnog i dovoljnog = uslova pokazati da integral 
+o 


sin i 
J mas 0aS 0) konvergira. 
xx I 


a 


Rješenje. 


Neka je € = 0 po volji mali (realan) broj i neka su a, a" s a. Tada je 


Pa 1 će 
sin x u=— — C0Osx7T" cosxdx 
| == a -| xa | -e{ TE NEg 
dv = sin x dx ei a = 
odakle je za a' £ a": 
= a" 
| = = cosa' — cosa" ge |cos x| di 
xa (ja (aje| G J mr SS 
a a' 
a" 
a. SLI EK !! ar SIE Ne KOJE 
—-— a — - ž 
(5ja "(aje Jo ja 1 ja je GT 
Zi ; 


j mu 
(ala = —,a' 5 /2 = Na (€). 
H H 
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Ovo znači da će za sve a',a" s n, (€) biti 


a" 
sin x 
—dx|C=£ 2, 

M 


xa 
a što, dalje, znači da dati integral konvergira. 


13.6. Pomoću potrebnog i dovoljnog uvjeta pokazati da integral 


+ 
(CE a (cx = 0,a = 0) 
xx 
a 
konvergira. 


13.7. = Ispitati apsolutnu konvergenciju integrala 


+G 
{ SIN X dx (a 9 0). 
x 


a 
Rješenje. 
. U zadatku 13.5. (a = 1) pokazano je da dati integral konvergira. Mi. ćemo sada 


pokazati da ne konvergira apsolutno, 
Iz {sin x| = sin?x slijedi 


|sinx|_  sin?tx 1 ,1 C€Os 2x\ 
=2{=- ) G=0 
x x 2\x x 
+ + : 
NI dx. . . €0s 2x : 
Pošto integral I — divergira, a integral { dx (zadatak 13.6.,a = 1, $=2) 
x x 


a a 


sin x 
! | dx divergira. 
xx 


. + 
konvergira, slijedi da integral I 
. u 
. El . 
13.8. Pokazati da integral J sin x? dx konvergira. 
H 


Uputstvo. 


Uvesti smjenu x? = £ i zatim se pozvati na zadatak :13.5. . 


13,9. Ispitati konvergenciju integrala 
bx . 1 " m 
1 + arć sin = 


vx 


—— dx. 


vx $}O Om 


_ 
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Rješenje. 
Zal£=xC + 0 Važi: .. 


1 I 1 o 1 
0 = — = 1, arc sn —-— 5 0,1 + arc sn-— 2 1, 
x Ax x 


1 
1 + arc sin—— 


x 1 
— "ES, 
MM ,x 
o +2 dx ' : 21 + are sin 
Pošto integral f divergira, slijedi da i I Pe Nam 
Ax H —V dx divergira 
x 


13.10. Izračunati nesvojstvene integrale: 


x dx : 
— ; ——— b, 0); 
Iberi 145 (a £5b, as 0) 


1 mm ee 


30. arc sin x dx; 40. _1x_, 
Vi— xx o _Jxlnx 
0 : I 1. a 
0 1 
2x 1+x 
5 dx; 6% —_ 
J 1 — x? { NA1i—x dx; 


Rješenja: 


1 . . 
1". Funkcija f(x) = ———— je integrabilna na segmentu (0,1— JO SeESR 
VI — x? 
x = 1 je singularna tačka), pa je 
"i 
1—s 
= lim {arc sin x)) = 


| dx li Ta dx 
—————— = lim 
A/1 — xx? e+0+ 9 "A/1 — xt s+0+ 


0 
. Um 
= lim arc sin(1—2) = —. 
s-+0+ " 2 
0 
dx St 
Isto tako, I =— lim arc sin (— 1+2)= —_ 
1 A/1 — xy? 25901 . 2 
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2". a) Neka je a = 1, tada je 


b_ ; 7 
f a = lim | = = — lim {in (b — x)1 = lim In s—In (b—a)=-kxX; 
201 a 2701 


b) Akojea £ 1, onda je 
b be 
I = lim (6 — ata} 


(b — xja = (b — = k— = 2201 
a 


ge 


I 
Katar, — a)l— 
(lim el— a — (b — ajl-a) = 13% ose 


— + 0 zaas1. 


Dakle, za O xa£ 1 dati integral konvergira, a za x S 1 divergira. 


2 
3". Rezultat, G (x = 1 je singularna tačka). 


e e 
dx 
40. IE im {| S = lim (nlnx}| = — limlnin 1 + 2) = 
ra xinx €+2014 1+e 2201 

1 1+s 

0 
s". |x JE gt lim max} = 

1—x Ko —-1+e 


-1 
KREM O£LELI)=—0. 
8-204 


6". Uputstvo. 
Uvesti zamjenu x = CcOs £. 
7". Zaa £ 1 imamo 


1 
dx 1 
prolejnm U — gl-a(O£ 251). 
xa 1— 
e 


(a) Za0 = a= 1, imamo 


1 
im te doda 
Kate od S OS Toa 


{b) Zaa = 1, bit će 


; 


dx 
P=m1—ns=— ne ne++ o(2+0); 


(c) Zaa = 1, imamo 


1—a) = 
£20 


Prema tome je 


1 
:za05ax1, 
—— 8 


Ta = tl 


+G zaa51.: 


13.11. Izračunati nesvojstvene integrale: 


+1 +1 
10. I dx, a dx, 
=; u 
=1 $ SA 
= +} 
3". == 220) 4" x? dx me 
, Vitex" 7 (2 LINIJI I 
še . I ,. : 
I - 
s" Jave 
(2? PIDVI— XX 
+1 
6" f dx ( . I ME 1 
) uvođenjem zamjene x = 7): 
1+x|\ t 


7e dx : ; 
Ć 1 1 site (uvođenjem zamjene £ = tg x). 


Rješenja: 
x H+ - ?; =. - -— ;a O 
1". Pošto je x = 0 singularna tačka, dati integral izračunavaruo na slijedeći način 
+1 0 +1 0—e +1 
dx dx dx dx dx 
7=|13+{Y lm — + lim —_= 
1 %. x xX xX 120 x 
= =-1 (u = 1, 


lim NIT) $. H 
Sela DE + lim Un g" lim In € — lim In 7. 


7-+04 1 220+ 720 
" +1 
Zato št JE = dx. 
o je lim ne = — 0, lim In 7 = — 0, zaključujemo da integral I} — di- 
220 1720 x 


vergira. -—-1 


bod Rezultat, 6. 


97. 
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4. 


59%. 


--1—4a —Es 


-im | JER I = NI 
£ 20 — Nm 14 1—x ubi SG — 1 
_ €2 
-1—61 1—+%; 
= lim (n(— x— VxX DI, + lim {arc sin x} + 
€r20 20 —-1+€2 
sy? 


+ lim Da (1 + VFEEDI, =x+2N(2+V3). 


ez, 20 Ea 


+ H 


J x? dx -{ x? dx 
{GO HDVIX {GR +DVILX 


7 
2 
x = sint |= I sin? cos £ d= 
dx = cost di (sintz + D VI — sin? £ 
-% 
Pa 
2 
1 
- f(z) to 
sin%? + 1 
Pa 
2 
Jr Pa 
2 2 
eu |! 
= U — = = 
'sintt + 1. -+ 1 cost; + 2 sin? £ 
Pa Pa 
2 2 
ELA 
2 tgt=u + 
| Sat I ! 
= TRN ————TTT = Td ———— = 
cost? (1 + 2 tg? Do = du 1 + 24? 
{zx cos? t —_-o 
2 
H - . 
; MM im Lac igv/žal, 
=I— =r1r——— lim |arctg ul = 
Nosi (4 7 A/2 kr h 


ia +G0 ir+0 


ax EZ 


V2 


Rezultat, 0. 


a dx dx dx a 
6". { = + == . = 
14% 1152 0 J1x Nk g s 
1 1 o 


1 
Ne NE dx= — — di 
22 
_- a 1 -—-1 HG 
I dr { de J de 4 { dr 
1+2 1+e2=J 1+2 I+2 
-—-1 HC _- a 1 
—1 b 
t 
= + lim a. -= 
Ege Le bre) 1+E 
F b 
= lim late te) 4 lim {arctg:) = 
a+— o brte | 1 
s + kKadćojĆi tsč sz rn u n " ba sa 
=——-— lim arctga im arc -——= = ER 
4 a-+—o s by + 4 2 2 2 2 
= 
Ed Ž bg L=x=tex 
o dx 4 š 
u mh | s _|" 
1 + sin"x 1 + sin?"x + sin?x dx = 
(u = 1 + 22 
I I 2 ( " 
+ o Ke 2 o 


dt dr dt 
- | die (dalije 
H 1+2t Ja H 1+(/2o) 11 +(V2i)? 


HG (u 
Mou d(W/29) |. d(/21) E 
| uzak 


1 A dV) dži) 
EaLSkmo? | KG 


ze lim arctgvV2a—- Kate are tg /£o) = 


2 a3+0 = 


13.12. . Pomoću potrebnog i dovoljnog uslova pokazati da konvergira in- 
Nad : I 


tegral J ln x dx. 


Rješenje. 
Tačka x = 0 je singularna tačka. ' 


0+%" i ! MH 
I NEBJE - Izlaz id" ab my mane "s 
0+1 š I Si 
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Kako je lim tlnt = 0, slijedi da se desna strana prethodne jednakosti može uči- 


19301 
1 


niti po volji malom, što znači da { ln x dx konvergira. 


i (H 
Izračunati)_{ In x dx. 
0 
13.13.  Izračunati: 
1 b 
" : d 
2. v.p. (%; 2. v.P.{ % a£c2b); 
x kK—_=t 
s=1 a 
aa I + dG 
3". V.P. { sinxdx; 4". V. P.{ = 
Ma 1 + x? 
Rješenja: 
Haj Kas + 
ove frg(fe|9)- 


-1 -1 +. 


_s +1 
lim ({ln |x} = + (ln {x} ) = lim (In s — In £) = 0. 
€20+ =-1 Hi €+04 
? dx 
Međutim, u zadatku 13.11., 1%. pokazali smo da je J — divergentan. 
x 


; b dx c—e dje b Se 
2". V. r. { = im ({ + 1-—)= 
o Mon €-70 kod Ke 
a a c+e 
IH c—_e b b c 
lim ((ln(x— cl} + {(In{x— cd} )= dn , 
$+0 a c+e ( a 
Međutim, 
b de c—8 de b ; 
== H 
{ = im({ + { = mi" + time 
k—_—ć 8-0 kxk—oc x—C c—_—a e€20 U 
a 120 a c+n 110 
ne postoji. 
+ 
3". V. P. { sinx dx = lim { imxdx=— lim (cos(—?) — cos?) = 0, 
La t++G0 t++G 
iako integral 
+ 
f sinxdx 
_- a 
divergira 
+G t 
1 
4 VE) dx= lim (2 —— dx= — lim n("+1)=0. 
xX+1 t+4+0 x+1 2 1++0 + 1) 
Že = 


Međutim, u zadatku 13.3., 2". pokazali smio da ovaj integral divergira. 
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14. Razni zadaci (14.1.—14.24.) 


14.1. = Ispitati konvergenciju nesvojstvekog integrala 


Rješenje. 


+ 


+ 
f dx IE dx +{ dx 
/1+%x ; 3/14+x ; VI4x 


0 
Funkcija 
$ 1 
SW) = 
1+x 


je neprekidna na segmentu (0, 1}, pa je na tome segmentu integrabilna. 
S obzirom na činjenicu da je 


1 
3/ 2 
z Ira 1 


Va 


. :. ET. 1 
{ dx 
3/52 


(zadatak 13.1., 7".) divergira slijedi da zadani integral divergira. 


14.2. = Ispitati konvergenciju integrala 


ko 


{ xdx 
x — 2x +3 
1 : 


Rješenje. 
x 
Funkcija f(x) = ———— je nenegativna na (1, + o). 
a fG) x%—2x+3 , s 
Pošto je U 
x 
F x—2x+3 
lim =1, 
17+C 1 
x 
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a integral 


+G 
1 


divergira, slijedi da zadani integral divergira. 
Provjeri ovu činjenicu izračunavši zadani integral. 


x|£ 


14.3. = Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala 
+G 


dx 
IMEETEJU 
o ) 


14.4. Izračunati integral 
HC 


Rješenje. 
Uvedimo smjenu Mx +1=x+ 1. Odavde je: 
1—? 1 + 22 


x Žu ; dx= ZA d4;x=0,t=1; 


lim t= lim (/xX%+1—x)=0. 
zh 240 


Zbog parnosti podintegralne funkcije, imamo 


IG dx 


Nev 


() KG 
4t 
1=-2{——z die 
1— 12 + 1+ 2tdt = du 
1 


14.5.  Izračunati integral 
1 


1—xVvV1—xX 


-1 
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=4|———— dd 
des je 
0 


Rješenje. 


Singularne tačke su: x=—1 ix=1. 
1+x 
. we = 
1 x at; vi azBo H 
IE ONE a me = 
-%VIi=x dos Lk 
V1-—x 
Si 1 1, . 2 1 
1+x a= 2 tozli ES -2 x2+2 
mn 1— 7|+ —4x=— | dx 
! 1—x v Vi—x 3 pVi=2 , 
PET}, MC 55 
jer je se : 
1 2+2 1 12 
im. be Vr=F- im ni ge Vi = 
2241 1—x 3 x7—1 1—x 
_%t+2_ I xt++2 = x = sint u 
SETA me eu — |dx = costdx|_ | 
2m 
H . PEJMIH 
—2 (Gintt+Đa=—- 
J . 
Zato je 
+1 
1+x x 55x 
I dx= m 
1—x A1—x 3 
-1 
14.6. Izračunati nesvojstveni integral 
1 S Nj 
1 1—+x 
Nm. 
x 1—x 
1 
Ž 
Uputstvo. 


1 ; ), a= 
Smjenom i 1x_ a dolazi se do rezultata, = + In (2 +%V3). 


14.7. Izračunati nesvojstveni integral 
+ 1 n= 
Keti" 
(x— Đva+1i 
i " 
103 


Rješenje. 
Singularna tačka je x = 1. 


+G 


1 = sht x++%G, tr+CG; : 
MSV di |dx=chtdt x=1,t = (1 +V2) 
i . 
$G a I 
1 
= | = et || Air 
sh t — 1) Vshtt + 1 PRIM 
: nav) I : ; n(t+v2) 
a Se : mi 
1 e 
dr = rdi = 
el:=—- gt E Ž ! et — 2e—1i : 
— 3}! n(t+V2) | 
In(t+V2) 
+ j E 
' et je —1=v 
= I = S dr= = 
et — 1) —2 et dt = dv 
in(t+V2) 
+$G $D 
)| —V2 | | 
= f — dv= = E ie v2 | 
v'—2 V2L (vrv2|Io 
Va V2 
Kako je 
im in OV |_ im | = +%, 
vr4a v+ A2 £30 e + 2V2 
zaključujemo da zadani integrali divergira. 
14.8.  Izračunati nesvojstveni integral 
+ ! 
xlnx | 
(1 + x2)3 i 
9 I 
Rješenje. 
FC 
+ 1 
xlinx = Kk=t | ma gave 
1+%5| |2xdx=d| dt = 
0 6 ) ki ! a+) 
o ) 
I 
j | = 'j dž ! 
wa = t ER) i 
1. int s i Ž I a+)? i 
Es s He = I 
4 a + 2 de 1 : 
o = du = —, SI padj a Pei 
i t 2a + 2) 
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1 io Sk PS 09 -G 
; ni 
=) eg =! PET: 7 JE 
;| |: a+ 2 J z(1 + 2)2 ) 
H i 


14 B C 


=|zA+0t 1 +i 0+09|= 
A=1,B=-1,C=-1 


;\ EB ==. + z |mur—n6+D+ salje 


( im_{— ; a+" d (no n6+9+2+|))— 
(lim 


2 
ne {ne 


lim { (-7 a + Kreta (841) —)) i 


+1 


(i J lnb 8 b god J ))+ 
im {|— n _ 
b++ m 2 (1 + 5)? 2 2d+1 2 6+1 


+ lim (Ine HARE OJ 7" €+D-2 )). 


2 (1 + e)? 2 e+1 
Pošto je: 
1 


In 5 F b 1 


lim = lim =0; lim ln =0; lm —=0 

by+o(l1+5)2} bro 201 +) 5540 1+5 55401 +h 
—2s—2e in 

Ken Sie ip Be 

€—+0 (U + ee)? s+0 (1 + £)2. 50 1 


—2e—e? 


1 


= am, SEREST. 
lim e(—2—2e) 
€—0 2+22e £+0 2+2€e 
(26— 22 


= 0; limln(e + 1)= 0; 
€0 


ki 


m = 1, 
25408 + 1 


zaključujemo da je 


14.8. 1". Izračunati nesvojstveni integral) 


+ 
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Uputstvo. 


Uvesti smjenu Vx? f1=x+?. 


14.8. 2". Izračunati 


+1 
av s 
Xx or €) 
1 M1+2" 
Rješenje. : " 
1 = 0 1 
; 1 d d 1 
Tet 1)" (st s)" ki I 1)" 
-1 1+2 -1 1+2?7 o 1+2 
Maje " U 
; 1 = 1. 
= lim dx + lim — dx = 
€70+ dx 14 — 650 x a 
me! 1 + 27 1+ 227 j 
li T 41 I i "= 
= um im = __ I 
€20+ | | €205 | 1P 2 Lk BAIH 
1+27 "L1+22 
SE 1 PR: Zvje?2 
| sa r) 3 T 3 A 
1+2 $% 1+2" 
14.9.  Izračunati: 
== 
vn! nn 
1". lim v. ; 227 Mimi SE; 
no NN ny+o Va! 
Rješenja: 
1". Kako je 
na/n! PI 1 2 "= 
V/nt ee de 1nn!—lan = (mt+int + +), 
n 
onda je 
Nm! 1,2 % 
sim Ur ran (CETE EFEKTE 
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n+ N n ae. n n+ 1 nn rn 
i= 
1 u=lnx, dv = dx, 
= fnxdx= dx = 
Ha du = —L, V=X 
x 


I 1 . 1 
= lim (xlnx) — lim fax =—limelns— lim (x} = 
£90 


€70+ € +20+( £20+ s E 
1 
mn £ | 
lim 1 = — lim L——1=—lm(—29—1=-1. 
$40+ 1 €20+ 1 £40+ x 
H 2 


Dakle, 
N/p1 
lim - Mi er). 


no rn 


2". Rezultat, e, 


14.10. 1." Dokazati da je 


+ 


1 a 
—— — ————— dx = $ 
Kos pra sha 
0 


(a 5 0). 
Dokaz. 
IC + 
1 1 
1 = 72% | —dx= 
x +2xcha+1 (x + ch a)? — (chta— 1) 
o o 
HC + 
1 1 1 
= | dx = i dx = 
(x + cha)? — shha shta če9 1 
o 0 MEA REŽE) ET 
sha 
ix + cha HC = saa 
_ sha 1 In sha 1 1 I a im u| gl 
shta 2 x+cha 2 sha x + cha + sha |l1o 
I | sha o I 
= 1 cha—sha = 1 Koju a (= la! )Cc 0). 
2sha |cha+sha 2 sha sha sh |a| /. 
Za a= 0, imamo 
+G 


1427-1! 
H x%+2x4+1 
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14.10. 2". Izračunati integral 
+0 
{ Xe% dx. 


U 


14.11.  Izračunati integrale: 


+ ulog g 
IL I ! dx, n= | 150 Ise 
(2 + a?) (22 + b2) GE + a?) (x2 + Bi) 
o o 
(ab £ 0). 
Uputstvo. 


 Dokazati da je 


=eh+L1=2£, %,+L=2 
ik 1 29? 1 2 2a" 


Dalje, ispitati slučajeve kad je: 
a=0,b6$0;a$0,b=0;a=0,b=0. 


14.12. Izračunati integral 


+C 

{ dx 

: (x + D(Vx+1) 
Uputstvo. 


Uvesti smjenu x = 22. 


14.13. Pokazati da je 
+ 
Pored ——_"" zan = 0,1,2,... 
0 
Uputstvo. 
Jzvršiti zamjenu x" = £. 
14.14. Izračunati integral 


+ 
arctg x 
a + x)2 
0 
Rezultat, 


a 
4 . 
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+ 


14.15.  Izračunati integral 
= 
{ Gax 4, 
a+ x) 
O 


Uputstvo. 


Izvršiti smjenu x' = 2, a zatim primijeniti parcijalnu integraciju. 


14.16. Neka jea = 01 4 = 0. Pokazati da konvergiraju integrali: 


+4+G TD 
1 1 
= EGE H z (A dx 
a) (san 1264) |a+ad-a 
1 


Rješenje. 
Za svako x € (1, + 0) važi 


1 1 1 


0 = = s 
Ga PxĐAHAI) KAI HAK) 17% 


Kako je integral 
+ 
dx 
ka 
1 


konvergentan za a + 1 = 1, slijedi đa su konvergentni i integrali 


xn 


dx T dx x 
| Fa1a' ) A +xXĐA+ 4)" 


14.17. Akoje0O za = li 4 0, pokazati da integral 


+G 


1 
I(A) = | —— — dx konvergira. 
e )au + 4) mu 


Rješenje. 
Za0£a£=li0=xa + vrijedi 
1 1 
£ FAI KG 
Pošto je integral 
1 


dx 

ke Oza 1 
x 

0 
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KotvorBentom (zadatak 13.10., 7".) slijedi da konvergira i integral 


(se 


Odavde i na osnovu zadatka 14.16. zaključujemo da konvergira i integral 


+ I 
! Gan (a= 0). 


14.18. Tepitati konvergenciju integrala 


= | si 


Rješenje. 
U tački x = 1 podintegralna funkcija nije definirana. Za 0 £ x £ 1 funkcija 


J — 
o) 2 +D/1—x! 


je nenegativna; 
x 1 1 


— LS —_—— 
Gt+DVI1—xt VI 1—x 
Otuda, pošto konvergira integral 


Ozx= 1). 


o V. 1—x 
slijedi konvergencija i integrala 
1 


J xdx 
O (2? +I)VI — xx 
Uvjerimo se u konvergenciju neposrednim računanjem integrala. 
Uvedemo li zamjenu x? = £, imat ćemo 
1 - 1 


J xdx _{ dt _ 
 EG+DVI xi 2) G+LIVI—_E 


S Ha 
sinu = t 2 2 
1 du S 1 dv 
dt = { d =|==2-2|=5| | 
du = 2. 1 + sinu 2 2 J 1 + cosv 
V1i— 0 0 

Ha Ld " 

2 2 
-{ dv 1 E I 1 

= — = E£T = — 

2 

0 2 cost — 2 2 o 2 
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14.19. Ispitati konvergenciju integrala 


I = { lnsinxdx. " 


Cum |A 


Rješenje. 
$. xx 
Tačka x = 0 je singularna tačka. Zamjenom x = G — u pokazujemo da je 
Hd Te 
2 = I 
I = { nsinxdx = { ncosxdx. 
o 0 


a sz = 


2: 2 Š 2 
2I1= f tasinxdx+ fn cos x dx = f 1n sin x cos x) dx = 
(u (u (u 
St Ha Ha 
7 7 z 
JE 
= J in sin2 x dx — f1n24x= f mn sin2xdx— 71% 
(U (u (u 


tj. 


JE 
2: 2x=u 
7 62 
ze jasne dam UŽE du | = 
0 = 
= KA 
x —+v 
— —{nsinxdx— 12 2 = 
0 dx = dv 
JE Zi 
2 2 
1 ba ba 
= { In cosxdx— Zn 2 = { In cosx dx O n2 = 
2 2 2 
(u 


E4 

ž ! 
JE JE 

f nsinxdx— — n2=I1—— n2. 
2 2 

(U 


Otuda je 


ME 
Sa ae o) pao 72 
o o : 


14.260. Pokazati da vrijedi: 


+1 
1 ma 
i. —— dx = (a = 0); 
{ (2 +aVI — xx? ava?t +1 
—_-1 
T 1 arc sin a 
2". — ———— dx=-—2=— (Oda. 
{ (%2—a2)Vxt—i V1— a? 
1 
14.21. = Ispitati konvergenciju integrala: 
(a na 
1". { 0056x dx 2 0); 2", I Na+?) 4; 
1 + x? xx. 
0 0 
ad 1. 
2 I xi 
= IE sin x) ,, 46. I de. 
. —= 3 — 44 
0 Vx . o vlox 


14.23. Izračunati integrale: 


2 
+ s dx 
1". V.P. f arc tg x dx; 2". V. P.| dx. 
o | 
2 


14.24.  Dokazati formule: 


PO Cn — 1) 
1". x = 
{ (1 +x2)13} (2m)}} 


zx (n=1,2,3,..); 


1 
31+1 MH 
2". PS t gini (n.= 0, 1, 2,.. ); 


IX (CA 4 
i 2! 
{| % _ 2 OnoVU u =1,2,3,..) 
1—xX 2 (2)! 
o 
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II glava 


NEKE PRIMJENE ODREĐENOG INTEGRALA U GEOMETRIJI 


1. Izračunavanje površine likova u ravni 


1". Površina lika u pravouglim koordinatama 


Neka je data kriva linija y = f(x), gdje je funkcija f nenegativna i inte- 
grabilna na segmentu (a, 5}. Tada je površina lika ograničenog lukom AB 


krive, dijelom ose Ox (za x €E fa, 5}) i ordinatama tačaka A i B (sl. 1.1) data 
obrascem: 


MN A 
P= {f(x)dx. : a) 


I y=${x} 
SI. 1,1. I SI. 1.2. 


Ako je na segmentu {a, 5} funkcija f(x) £ 0, tada je površina krivolinijskog 
zrapega (sl. 1.2) data obrascem 


a 


2 b 
P= — {|f(x)dx (=|{{)dx|). (2) 


Ako funkcija f mijenja znak na segmentu (a, 4) (kriva linija presijeca x 
osu) konačno mnogo puta ili najviše prebrojivo mnogo puta, onda treba segment 
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La, 5) razbiti na odgovarajuće segmente tako da je na njima funkcija f stalnog 
znaka. Tako npr., u slučaju datom na sl. 1.3, imamo 


s d b 
P=P,}+ Pat Ps = (f(x) dx — (f(x) dx + { f(x) dx, G) 
a c Gi 


b 
Tf/9dx=P}— 2+P5 


SL. 1,3. 


Neka je data zazvorena kriva C (sl. 1.4), tako da svaka prava koja je pa- 
ralelna sa osom y a koja se nalazi između pravih x = ai x = b siječe krivu 
'C tačno u dvije tačke (prave x = a i x = 5 imaju sa krivom C samo jednu 
zajedničku tačku). Neka je jednačina donjeg luka y = f,(x), a gornjeg 
3 = f(x), gdje su f, i f, integrabilne na {a, 5). Tada je površina lika, koji 
omeđuje kriva C, data obrascem 


b b b 
P = { fax) dx — {| fale) dx = {| {fA(x) — FK) dx. (4) 


Napomenimo da formula (4) ostaje ista i u slučaju da kriva C nije sva ,,iznad" 
x ose (sl. 1.5), kao i u slučaju kada jedna od pravih (ili obje) x=aix=b 
nema samo jednu tačku zajedničku sa krivom C, nego ima (imaju) kao zajed- 
ničke tačke sve tačke jednog segmenta (sl. 1.6). 


SA. 1.5. SL. 1.6.. 


'Ako se zamijene uloge koordinatnih osa, onda umjesto sl. 1.6. imamo 
sl. 1.7, a formula (4) postaje 


d ; 
P = (RO) AI dy, (5) 


gdje su x = fi(y), x = fe(y) jednačine lijevog, odnosno desnog luka krive C. 
114 


U slučaju kao što je na sl. 1.8, imamo 


b k b 
P sum Tf/)dx, (P= lim { f(x)dx), (6) 


+a+e 


SL 11. I S1. 1.8. SL. 1.9. 


a u slučaju kao što je na sl. 1.9. vrijedi 
b 
P= lim ! f(x) dx, (7) 

a+ 

by +07 Ć 
ukoliko navedeni nesvojstveni integrali postoje. I 

Ako zatvorena kriva C ima komplikovaniji oblik nego što je slučaj na 

sl. 1.6, 1.7, 1.8. 1 1.9, onda lik ograničen krivom C treba izdijeliti na dijelove 
navedenih oblika. 


2". Površina lika u polarnim koordinatama 


Neka je data kriva linija o = f(9), gdje je f integrabilna funkcija od p 
na segmentu (a, £) čija dužina nije veća od 27. Tada je površina krivolinijskog 


sektora, omeđenog fukom AB date krive i potezima OA i OB (sl. 1.10), 
data sa 


(d 
1 
= — 2do. 
= GO. p . (8) 


SA. 1.11. 


U slučaju kada se ishodište nalazi unutar zatvorene krive C (sl. 1.11), 
onda je površina lika omeđenog krivom o = f(gp), data sa 


2 .: 
P= { U(OP do. 0) 
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Ako je lik omeđen sa dvije krive (sl. 1.12), onda je njegova površina 
2 
1 
Rest J If (9) — fi (p)} dv. (10) 
0 


Neka je data zatvorena kriva linija koja ne obilazi koordinatni početak 
i koju svaki poteg siječe u dvije tačke (sl. 1.13), osim krajnjih potega, od ko- 
jih svaki sa krivom C može imati zajedničke sve tačke jednog segmenta. 
Ovaj segment riože se svesti i samo na jednu tačku. 


: "Tada je površina lika ograničenog krivom C data sa' 
g 


P= J If} (9) — fi (1 dy. (at) 


BITI O 


UD 


Ako je zatvorena kriva C komplikovanijeg oblika nego što je slučaj na 
sl. 1.11—1.13, onda lik (omeđen datom krivom C) treba podijeliti na dijelove 
pogodnog oblika. T'ako, u slučaju sl. 1.14, imamo 


KI Ps PA 
1 
P=P+P=(|ddp—|ad— | dd) + 
$1 91 Ps ; 


Ps 
1 
de: (oš — 01 49. 
Pa 


Neka je data kriva p = f (o) (u polarnim koordinatama), gdje je f' ne- 
prekidna funkcija i stalnog znaka (tj. f ili stalno opada ili stalno raste) na 
segmentu {0;, oz). Tada je površina isječka OAB (sl, 1.15) data sa 


B CO j koe 
_ {1 2 ed u 
P=— fe de 7) ef (o) do. =— (12) 
ua a 


3". Površina sektora u parametarskom obliku 
Neka je kriva C (sl. 1.10) data u obliku 
(STON ETONCESES?) 
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Tada je površina sektora OAB (p'(2} i o(t) integrabilne) data sa 


tk 
(sd I H Jat I 
=Z|EeOVOd (a=p(0B=o(o). (13) 
bh " ; _ " 
Ako je kriva zadana jednačinama 
x = x(t), y =3(0), (tn St S ta), (x(t), (0), x, y integrabilne), 


onda je površina sektora OAB (sl. 1.10) data sa 
M 4 £z 


== JECE (2) dt -{x03 (1)d: = 


5 (a 


1 ! i Ć . 
-{eO5 020). aa) 

4 

Napomenimo, na kraju, da zatvorena kriva C može biti zadana jedna- 
činom F(x, y) = 0. Ako je moguće ovu jednačinu riješiti po x ili po y (granice 
odrediti određujući oblast definisanosti), ili pak pogodnim izborom funkcije 
x = x(t) odrediti y = y(t) iz date jednačine, pa postupiti kao u slučaju kada 
je kriva data u parametarskom obliku. Pri tome se često koristi simetričnost 
figure. : ) I 


Zadaci (1.1—1.35) 


1,1. Odrediti površinu lika ograničenog lukom AB krive, dijelom ose 
 0x(=1 £x £ 2) i ordinatama tačaka 4 i B (sl. 1.16): —. 


Rješenje. 
Kako je funkcija f(x) = xh, — 2x-+ 4 nenegativna i intergrabilna (jer je, oči- 
gledno, neprekidna) na (—1,2J, to imamo (prema (1)): 
2 2 
x3 I 2 
P= { re)ax= f (t—2x+1dx = = -x2+42| = 12. 
_1 
-1: -1 I 
1.2. Izračunati površinu lika omeđenog krivom") y = 2x —3 Vi; 
4 1 . 
x Osom i pravama: x = %" x= 1 
+ Iza riječi ,,krivom?? treba da stoji , datom u pravouglom Descartesovom koordinatnom 


sistemu Oxy jednačinom"". Ova primjedba je valjana za mnoge slučajeve naveđene u ovoj 
knjizi. Međutim, naveđene riječi su izostavljene, jer je tako uobičajeno u praksi. 
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Rješenje. u 
Grafik funkcije f,(x) = A 9—(x—1)? je ,,gornja"? polovina kružnice (x — 1)" + 
+y=9, dok je grafik funkcije f(x) = — 


(ai 1 JE. 1 u 
1— ( F ) donja"? polovina 


— 1)? 
elipse ) + 7? = 1 (sa centrom u (1,0), sl. 1.21). 
Iz f, (x) = f(x) slijedi da su granice integracije x, = — 2, x, = 4, pa imamo 
4 4 PIJE. gritgniPa 
I EHF MNEDNIJ: x— 1? 
P= | AG) A(Wlax=2 | (VS GB + Ji -("E) += 
-2 H U 
4 


= Pf (CE) )e= | sme 


XN 
sin 2272 

- n+ | =. 
2 do 


BOJE fS-(x-1}2 


P 
$6)=-/1-L}2 


SL. 1.21. S1. 1.22. 


1.7. Izračunati veličinu površine ograničene NaeTaMe y= =VI — xx, 
y=Xiy=—x%x. 


Rješenje. 


Funkcija y = Vx2— x% je definisana na ({—1,1). y =0 za x= z1f{x=0 
ix = 1. Zbog simetrije dovoljno je posmatrati presjek krivih f, (x) = Vx? — xti i fF (x)=x? 


S—-1 
(sl. 1.22). Iz f,(x) = fz (x) slijedi x, = 0 i x, = _ ; pa imamo 


= Vizh 


x4 
= di = 
221 
(U H 


xdx= —tdi 


2 
1—x=g 
P=2 | (VRH e)dx—| % 
H ; 


= {1 a 3—V5,? _2 3-V5 
sa Vreme 
3 
1 2 
-—(3—-V5s). 
3vV2 
1.8. Izračunati veličinu površine ograničene krivuljama y = -— Ž 


y x%+2 
iy= arč cos xi pravama koje su paralelne sa y osom a prolaze kroz krajnje 
tačke krive y = arc cos x. 
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Rješenje. 


x—2 
Funkcija f,(x) = ——— je definisana na R, f, (X) = 0 za x= 2, 


Vxt+2 


Ymin = y(—-1) = — V3, 


PA 
prevojne tačke su (1 = 2) i (-2 s ve) : 
3 


Grafik funkcije f, ima asimbtote paralelne osi Ox:y = —1 (xk) iy=1 
(x + + 0). Funkcija f,(x) = arc cosx je definisana na (—1, 11, £$(x) = 0 za x= 1. 


fa (0) = :. Krajnje tačke grafika (sl. 1.23) "su: (—1,m) i (1, 0). Otuda imamo 


1 
x—2 
P= | (arc cosx— —) dx.: 


Sa Vx+2'. 
Kako je 
{u = arc COSX sjenod 
arc c0s x dx = dx |= 
u= — )UV=X 
VI1— x? | 


= xarccosx— VI —=x +C,. 


dx—21n (x + Vxt+2)=Vx+2— 


x—-2 ; x 
— +i | 
vera 
—2n(x+VxXx+2) + CG 
to imamo 
P = (xarc cos x — V1 — 2 — V/xt 12 +2n(x | Ve 2)) 
+2Nn(2+V3). 


1 
—-1 


Y=ArC COSX 
NN Kana aaa, elitna gar jaja 


7 — 
SL 1.238 SL. 1.24. 


1.6.  Naći veličinu površine ograničene linijama y? =2x+1, 
y=2x— 1. 
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Rješenje. 


U ovom slučaju (sl. 1,24) je zgodnije vršiti integraciju duž y ose, pa je 


y_1 


2 ed 
P= (ta) n014= | |50+D- |a4y 2. 
1 -—1 


1.10. Naći veličinu površine ograničene krivim y = (x + 1)2, x = 
= sin my,y=0 (0 £y=S1). 
Rješenje. 

Kriva y = (x + 1)? ja parabola sa tjemenom T(—1,0), dok je x = sinny si- 
nusoida (uz y osu) (sl. 1.25). Imamo 
0 1 1 


o 
13 1 H 2 
P, = | c+D'dx= aaa ) = Pi= {| =dy= (sinn dy= = 
I -_-1 -1 0 o 
Dpa Je 
1 2 
P=P,.+P;=—+—. 
3 Tr 


SI. 1.25. 


1.11. Izračunati površinu lika ograničenog krivom linijom 
477 — XX 1x=0, x20). 
Rješenje. 
Funkcije 
(KR 
Hr= k£ 2 M/xt —x" 


su definisane za 
1-3) S05—-1£x£KI, 
ali, zbog uslova zadatka (x = 0), posmatramo ih samo na {0,1}. Imamo 


; 1 x1 — 25%) 
Hazm — 
2 Ve 
za : 
a alim 1 %+(2xX—3) 
vi" 1,2 2 3 3 
(2 — x9)72 
1 
y4( )=0 
2 
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Pa je 


1 1 
= = — "(1 = Y 
Ymax "( 2) 77 
{prava x = 1 je tangenta krive u tački (1, 0)), 
—_ (1) 1 
G',,2 (0); = lim Isa CE) Ine 0) =1+1—. 
%—+04 x—0 2 


Dakle, zbog simetrije figure, slijedi (sl. 1.26): 


1.12. Izračunati površinu lika ograničenog krivom C čija je jednačina 
y =X(1—5x). 
Rješenje. 
Data jednačina se može riješiti po y, pa imamo 
a= E Ve a — x). 
Funkcije su definisane za X (1 — x) 5 0, tj. za 0 £ x £ 1. Dalje je 


0 0 ili x = 1, y' -+2X 4 =0 =? 
=0 za x=0 ili x=— = + —— —=0zax=— 
7 Ja IE LR 4) 


y+0=0,y 41) = 0. 
Koristeći simetričnost figure (sl. 1.27), imamo: 


1 


= in" £ 
P=2|VPA—Hdx= zo sm 
o 


dx = 2 sint cost di 


= 4 | sintzcosti di = 


o n|a 


ud = 
2 2 
1 1 
= T fa + cos2 1) (1 — cos 2 £)? dt = 7 f a—cos21—cost 21-+cos"2 1) dt= 
0 0 
ka ka 
2 2 
1 (rr 1 cos 4£ 
= m- FE —ae+fa — sin? 2 1) cos 21 dt = 
0 0 : 
ka Fe 44 
2 2 2 I 
_1 mm ka 1 sin4đt sin 2t sin? 2 td sin2t) _— 
242 22 2 4 2 { 2 u 
0 
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1.13. Izračunati površinu lika ograničenog krivom V. x+Vy=a 
(a = 0) i koordinatnim osama. 


SI. 1.28. 


Rješenje. 


Riješimo jednačinu po y. Imamo y = a" +x — 2 a\/x. Funkcija je definisana. 
zax20ia —Vx2 0 (jer mora bitiy 2 0), tj. 2120 £x K 2, y = O zax = a. 


Otuda 
a?" = 
Ze. 2 da 232 di , 
P={(2+x— 2aVx)dx= (ex+5-— "| =. 1.28). 
o 


(u 


1.14. Naći površinu lika ograničenog lukom krive y = i pra- 


x In$x 


1 
vama: x = 0, x = ,770%. 


Rješenje. 


Funkcija y = 


1 SET 
je definisana na (0, 1) U (1, + 0). Dalje je: 
x1ntx 


1 -1 


JEtEg EZ 


imy = lim Ž = li 


m =... = + %X, limy = HG 
,%+04 x-+0, In" x = x40+4 6 1n%x xa1 
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o, . nx+6 
(pa su x = O ix = 1 asimptote paralelne osi Oy); y" Srrplm O zax=e-$,y"7(e-") S 
x x 


e% 
= 0 pa Ymin = y (et) = 56 5 lim ,=0, tj. y = 0 je asimptota paralelna. osi Ox 


xk 4 TD 
(sl. 1.29). Sada imamo 


I 
e2 e 2 I 


1 ,žz di 
d d nx—-t6ho= 
P ={ i lim f a= '% = 
xlntx = 240, S x1n$x i 
6 m . 


a=lnev— o( 20) 


1.15. Izračunati površinu lika omeđenog krivom y = xe " i njenom 
asimptotom. 


Rješenje. 
Funkcija je definisana na R, y = 0 za x = 0, y = e%(1—2%)= 0 za 


1 
x= kk —, Y = 2 xx? 20xX—3)=0 za x= £V32 (apscise prevoj- 


2 
nih tačaka) "(e =)s0 aym š( 2) in ;( =) 
1 čaka), y —=|S P: 'Max = —T |; Ymin = —_ 3 
, 2. 2. 2. 
x 1 
im y= lim — = lim = 0, 
xk Na xnkio el x-++ 0 2 xex? , 


tj. y = 0 je asimptota (sl. 1.30). 
Otuda imamo 
o +0 + a 
. xdx 
ee ee) f9dx=2 im {22 


a +0 G 
- a o 


XS=1t 


= = = -} = 
2xdx=dt moji 1. 


2770. a+ 


. 1.16. Izračunati površinu lika ograničenog krivom y = e?|sin x! 
{x 20) i njenom asimptotom. 


Rješenje. 
e""sinx za 2kun xSK(O2RkR+1)z (k=0, +1, ...) 

sa | _sesinx za kh HIx£x£2kH2x (k=0, +1,...), 

= poene?) 


ba 
. 3, y=0zax= —+ kr (k = 0, +1, +2,...), 
e? Najade cos x) 4 


MN e-% COSx "(TE kr) 05 _ (E) 

3" (x) = Neki 2e-zcosx' ( + Ima =3|(7) 
{sin x| . 1 

lim y= lim — = 0 |jer |sinx{ £ 1, — —+0) j. y = 0 

Munja Mrar:Mp": (i | x! 3 EZ s. y 


je asimptota krive (paralelna osi Ox) (sl. 1.31). 


Otuda imamo (razbijajući {0, + co) na prebrojivo mnogo segmenata): 


P=P,+P,+P,+...+P}+..., 


gdje je 
ka 2 kn 
P,= | e-? sin x dx, P,= — { = sinx dx, +. P. = (-1e | e-? sinxdx,.. 
(U se (k—1)x 
Kako je . 
{e=sinxdx= e"= u, dv = sinx dx " 
du = — e"" dx, V = — COSX 
u=e?, dv = cos x dx 
= — cosx 0-7 — | 4-7 c0sx dx = E = 
du = — e? dx, v = sinx 
= — e€7 (cosx + sin x) — {= sinx dx, 
tj. 
e-? 
I= — nt cosx) + C, 
to imamo 
ZE SE EZ 42) 
NT 7 290R0 
en gr 1 


Dam (Ede CARGO Kak 


-km -(k-1); 
+++3 Pr = (CIA (- -c0'+ ć | 7 


vel = i em+ 


odnosno (koristeći a+ag++e ba += i lg = ex £ 1, a = e7n);: 
— 4 Ž 


Ž Il + 272) + (ee + em) +... + (ezka + ek-da) +...) 
1—+ er 


1 Te -n 
(e= + eta +... He kn+..)= KOA 


21—er 2 eh2— ex? 


A yzEe"isinx1 
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1.17. Parabola y? = 3x dijeli krug x2 + y2? £ 4 na dva dijela. Naći 
površinu manjeg dijela. 


Rješenje. 

Presječne tačke kružnice i parabole dobiju se rješavanjem sistema jednačina 

3, =3x,%+yt=4; 

odakle je x = 1, y = £ V3. 

Koristeći simetriju date figure (sl. 1.32), imamo 

1 Z 
_P=P.+P,=2|V3xdx+2|V4—x dx. 
H (vy 1 


Kako je 
x3/2 
|V3xax EGE; 
3/2 
= x=2sint 
|Vao=ax = = 4 | ocostt dt = 
i dx=2costdi 


in2t 
=2 fa+cos2g ar =2( + TE) +0=26+ sine cos) + = 


= x We; x? 
=2 sein ž+2. f1=Ž)+0, 
2 2 4 


to imamo 


pa al 5 7) - 5. 
3 3 
1.18. Naći površinu lika omeđenog parabolama y = x?, y = Es Xi 


2 
pravom y = 2x. 


Rješenje. 


1 
Prava y =2x siječe parabolu y = x? u tački A4 (2,4), a parabolu y = 2 x? 
u tački B (4, 8) GL. 1.33). 


SI. 1.33. 


127 


Dati lik podijelimo na dva dijela (P, i P;), pa imamo 
j 2 4 
P=P,+ P,= {(= — 2)dx+ |(21— Warm... a4 
u : 2", 2 " 
(U 2 


1.19. U presječnim tačkama prave y =x + 1 i parabole y —= 2 — 
— 4x + 5 povučene su tangente na parabolu. Odrediti površinu lika ogra- 
:mničenog parabolom i tangentama. 


Rješenje. I 

Prava y =x+ 1 siječe parabolu y = x? — 4x + 5 u tačkama A (1,2) i B (4, 5), 
Jednačine tangenata u A i B su: 

ta.+..Y—2=y()DGCk- 1, tj. y = —2x+4, 

tg... Y—S=Yy(O0)x— A, tj. y= 4x— 11. 

5 
_ Presjek tangenata je u tački C G , -1) (sl. 1.34). 
Imamo 
sj2 


P=R+PBR=| 2 —4x4+5—(—2x+ 0Jdx + 
1 
4 


9 
+ |te—4x+5— Ax—1}dx =. 
5/2 


1.20. Znajući da kriva. y = x2 + bx + c dodiruje pravu y = x Za 
Xx = 2, odrediti površinu lika ograničenog datom krivom, pravom y = x 
i x osom. 


. Rješenje. 


Zamjenom x=2uy = x dobije se dodirna tačka D(2,2). Kako je koeficijent 
date prave £k = 1, to zbog uslova zadatka (da je data prava tangenta parabole) mora biti 


y 2) = 1. Takođe mora biti y (2) = 2, paimamo sistem jednačina25 + c = — 2,b = —3, 
tj. data funkcija ima oblik y = x+ — 3x + 4. Sada je 
2 ih 
P= | 3xH4— dx=... 
0 


1.21. U tačkama presjeka prave y = 0 i parabole y = x} — 4 po- 
'vučene su normale na parabolu. Naći površinu lika omeđenog parabo- 
lom i dobivenim normalama. 


.Rješenje. 


y=0A4A35=%—43%kx=—2Vx=2), tj. presječne tačke su N,(—2,0) i 

.Nx (2,0). Jednačine normala su: , 
(u) 141, oo 1,1 
.-.Y=—x 1, +--Y=—-— —. 
m, 3 4 2 1". 3 77+ 2 


128 


Sada imamo (sl. 1.35) (zbog odgovarajuće simetrije): 


-|G 
I 


bek) | Ssdisteaja: 
9 


Z 
GE dj siječe x- osu u tački (o, ) 
x +5x+Ce Ma 7 
i ima ekstrem u tački (—3, 3), odrediti površinu lika ograničenog datom 
krivom, x-osom i ordinatama tačaka ekstremuma date krive. 


1.22. Znajući da kriva y = 


Rješenje. ; 
3 b 3 
Zamjenom x = 0,y = 7 u jednačinu date krive dobivamo — = = Takođe, za- 
c š 
mjenom x = — 3, y = 3 imamo 9a+b—30c=— 9. 
Iz . 


,_ Ga—3)x? + Rac—28)x+ GBe—5b) 
da (x+5x+C)? 
slijedi y' (—3) =-0 za 45a — 6ac +b+3c—27=0. 


Rješavajući sistem od dobivene tri jednačine (sa tri nepoznate), dobivamo a=1,b=3, 
c=7. 


2 
Dobivena funkcija LJ je definisana na R (jer je uvijek x2 + 5x + 
; x x 
+ 7 5 0 zbog D = 25 — 28 £ 0) i uvijek je y = 0. Asimptota paralelna osi Ox: 
. x2 +3x+3 
y—= lim —— = 
xp to xX%+5x+7 
2x%+8x+6 
'= o =0Bk=—3 ==— 1,23; 
IT + 5x+T7 G S ). 
X+6%x+9x+1 1 
" =, y(-1) 502 = y(-1) = — 
3 G1sxi 7 Y{(-D 50 min = (= 7, 


37 (—3) £ 0, pa je Ymax = y (—3) = 3, (Sl. 1.36). 


_ X%%3X+3 
JE GIZAl 


SI. 1,35. SI. 1.36. 
. — 2x+5 1 
x%+3%+3 NE 
= ije em rn PE = sijik s ia, ———  — dx = 
£ KAZEM MC 4547" P+5577) 
U SLAJEI H 
= |x P2 =S24 (= 5, =251834-5. 
22 43 
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1.23. Izračunati površinu lika ograničenog krivom y = (arc sin (e"—2)| le? 
i koordinatnim osama. 
Rješenje. 


Funkcija je definisana za—1 £ €" — 245 1, tj. za OXx=Xln3, 3—0 za i — 


—-2=0, tj. za x=1n2, y(0) = — 2. Sada imamo (sl. 1.37): 
In2 j i I a =1 . 
arc sin (7 — 2 u t Ž arc sin £ 
= = s Kla = t= 
Š ! e dam Rb OG | ;) C+0 
o (U 
F dt 
u = arc sin, du = DU = 
VvV1i—_t 
= = — arosine_{ Ea 
dt 1 2 
dv = , U=— o 
| 2 +) 2+t 
= a m } 1 
£ 1 ba 
+ 1 Sea |n be 5227 
2+0/i—2e z z 2 


o 


1 
| dz . 
V—32 +42—1 


1/2 


SI. 1.37. 


1.24. Naći veličinu površine koju određuju fuk krive y = |x? — 1) — 
— |x— 2| i ona njena sječica koja je siječe u tački M (3, y) a paralelna je 
pravoj 2x%— 3y La = 0. 
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Rješenje. 


|x? — 1} x—1 — 02 — 1) x%—I1" x2—1 


|x — 2} — (x— 2) (x — 2) (x — 2) x—2 


. x%+x—3 (-x%+x—1|x%x+x—3|x%—-x+1 
3 = |t| ke " 


41 Iz Y3 Ya 
—1+V13 . 
1". yos = 0 ZA Xg) = 2 -, (a 2 1,25 % £ — 2,2); 
( ): 1 13 
2291) — ( 2? 7): 
: . : 1 3 
2". 4 £O0 Ger D=1—4501a=—1=5 03; (rm =(—, -7)- 


3". 9741 2 0, Vx € R); (kr, yT) = G ; ). 
x=3257=|19—1—-83—2=7, t. M 3,7). 
Kako je sekanta paralelna pravoj 2x — 3y +a= 0, toje koeficijent smjera. K; = m 
pa je jednačina sekante (kroz tačku M (3, 7)): 
y-I=ŽG— 3), 4.952 2x+5. 
3 3 
Presjek krive i sekante: 


2 . . 
(+= $2+SAy= Roll iz — 21) 2 M 8,7) A N( 3,3). 


Sada imamo (dijeleći figuru na odgovarajuće dijeTovO, sl. 1.38): 
-1 . 
P= { es-erojar{ (Be+s— o e+s—nja+ 


—-3. —1l 


2 
2 
+{(5x+35— Ce +x—3)|dk+ 
3 GT 
1 


{Breza = 
2 


ESiby 


1.25. Izračunati površinu lika. ograničenog krivim čije 1 su 1 jednačine u 
polarnim koordinatama: 


a) 0=3+ 20050; 
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b o=3+2cos9, P=—, odnosno 9 = £5 


c) o = 2 (kružnica), odnosno o = 3 c0Os 9; 
d) o? = a? cos 29; 
e) o = asin 39; 

f) o=2tg9, odnosno p = 7. 


g) =, odnosno =, (0575); 
9 


sin p 
h) p; = o — sin o odnosno 'p = 7. 
Rješenje. 
a) Dovoljno je uzeti p € {0, 2 =} (mada je funkcija definisana za sve vrijednosti g); 
e=—2snp=03p=kr (k = 0, £1,...); 
e' = — 2c059, e" (0) = 0, o" (21 £ 0, "(MM =25 0, 
tj. funkcija ima 
Emax = e(0) = o2m) = 5, omin = o(M=1 Gl. 139), 
Dakle, imamo 
2 


2 
1 1 
- |2edW=7 {O + 12c0sp + 4c0st9)dp =... = la. 
0 0 ; 


{72 i? 
b) -7| e'dp= | O + 12c059 + 4 cost) dp = 
n|6 n/6 
s nj2 TI Yd " . 
-zbet1sne+2(0+ 20220) SRI 
2 n|6 6 4 


c) Jednačina 0, = 2 predstavlja jednačinu Ertžnice. sa centrom u ishodištu, dok 
je 02 = 3 cos 9 jednačina kružnice sa centrom u i(e, P) = G a o) (sl. 1.40). 


Moguća su tri slučaja. Ako označimo krugove sa 4, odnosno B, može se tražiti povr- 
šina svakog od tri lika An B, A\ B, B\N A. Nađimo površinu lika A _\ B. 


NE? 
92 


023 920059 


- 1432 


Presječne tačke kružnica se dobiju rješavanjem sistema o = 2, 0 = 3 ae 9, tj. 


2 = 3 cos 9, odakle je p = Arc cos 3 , pa su presječne tačke S, (2, —arc C0S — 2+ 22) 
i $, (2 arc cos — + 22) k=0, £1, £2, 


%)+ 
Zbog SaeČkJE figure, slijedi 

arc cos nj2 arc c0s— 

P=2(i { etdp+= f 2249) = { 4de+ 
0 are cos £. 0 
3 
n{2 
+ { 9 cost dp =... -7 45 ; arc COS 
arc eo 


3 


Neka čitalac odredi površine dijelova A BiB NA. 
d) 


Iz p? = a?cos2 9 (a = 0) slijedi e = avVcos2p. (tzv. lemniskata). Funkcija je 
definisana za cos2 p 2 0, tj. 


SSL STEDERIGI +1, £2, +e). 


No, dovoljno je posmatrati funkciju na 


(S 2KOS) 
maa e(+2)=0(2) 


Koristeći simetriju imamo 


(=) 0; omax = 2 (0) = o(m) = a (Sl. 141) 


njA 2|4 


1 sin 2 p_|2/4 
P=4—| e:dp—=2 | a'cos2pdp= 2 a? 
0 0 


(U 
e) Funkcija o = a sin 3 p je definisana za sin3 9 2 0, tj. za 


O H2kr3Ipznh2km, 
odnosno za 


2 kr 
3 


2 +1 


n(k=0, £1;.-.). 
No, dovoljno je posmatrati funkciju na segmentima (za £ = 0, 1, 2) 


5 Be 51 


3 3 
mi =0 mame) =) ne) ma 
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(k = 


Zbog simetrije krive (tzv. trolisna ruža, sl. 1,42) imamo 


23 23 XM3 . 
=! 3 R '3a? 5 
P=3:7 { edp=— a? |sint39dp = = { (Nede 6 9) dp = 
0 + Nk; 0 : 


P=asn39 (920) 


SI. 1.41 SL. 1.42. 


rx 
f) Funkcija o = 2 tg g je definisana za tg 9 2 0, tj. za O Phu £p= 7 tk 


! x 371 
0, £1, ...), ali je dovoljno posmatrati na intervalima (o. =) i (= —) (sl. 1.43). 


: rx 
emin = 0 (0) = o(n) = 0. Kriva ima asimptotu e : sin E = ?) = 2. 


Imamo 
2x/4 =/{4 24 
1 1 ba 
P=— | ed=2 | evd=2{( -1)dp=2—2. 
2 COs? gp 2 
0 o o " 


1 - | 1 
g) Grafik funkcije eg = —— je prava (sl. 1.44), dok je grafik funkcije 0, = — 
sin p 


kiperbolna zavojnica čija je asimptota e sin p = 1 (upravo data prava u zadatku). Obje 


Tt 
funkcije su definisane na datom intervalu (Ce = ; pa imamo 
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z{2 
P 1 ki ( 1 )a 1 | Ti si 
=— lim ———)de= — lin |— tg + —| = 
Ž 201 sin? p 9? 2 E Pe 
e€ 
1 1 1 1 E€COse— sin £ 
= — lim (— Hess ——)=—+— lim VRTE 
2 £—+0+ € TE pa £—+04 e€e SIn € 
1 1 — esine 1 bot — sin £ 
Su jpenu ČE m 
54 2 


SL. 1.43. SI. 1.44. 


.___ Rf) Presjek krive p = e — sin e sa polupravom 9 =-2 dobije se rješavanjem sistema 
jednačina: 9 = e — sin 0, p = =, odakle je, (očigledno) eo = x. Kako je 9' (0) = 
= 1— cose S 0 za svako 0, to je 9 (0) rastuća funkcija, a kako je još i neprekidna, to 


vrijedi (prema(12)) 


%, = 
1 1 daura = SDP Gi 
= I e"9' (0) de = s | (o? — ot cos e) de. 
(Ji o 
Dalje, iz 
t=udu=20d 
{ ercosede = e 9, ede , n= 
dv = cos eo de, v = sine 
= sine — 2 esnede = lu = dv = — sin odel = "sine + 


+ 2(e cose — sine) +C 
slijedi £e . M 
1 8 g ze 
P=z(z+z)-a((+t). 
1.26. Data je kriva (Arhimedova spirala) o = ag (a = 0). 
Izračunati površinu lika ograničenog: 
a) prvim zavojem date krive i polarnom osom; : 
b) n-tim i (mn + 1)-im zavojem date krive (n €E N)i polarnom osom. 
Rješenje. 
Funkcija je definisana za p 2 0; o = 0 za p = 0 SL. 1,45). 


2 
) P _-{ 22 d deli 
a = a a Pmkslh L' zla 
2 ki 3 
o 


b) Jednačina n-tog zavoja je 0, = (nn — 1)2 ar + 29, a (n+ 1)-og: 
ez; =n-2arn + ag (n = 1,2, 3;...). i 


(To slijedi iz osobine date krive!) 
Sada je (prema 10)): 


2x 2x č 
P=i (tete e')de = 2a% | K2n— a+ gldp = S naje. 
0 o Ć ' 


(020) 


SI. 1,45. 
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1.27. Iztačunati površinu ograničenu petljom  Descartesovog lista 
X% + y? = Zaxy. " 


Rješenje. 
Prelaskom na polarne koordinate (sl. 1.46) data jednačina postaje 
3a sin py cos p 
CT cos + sin'p" 
pa imamo 


JE 


s se 
2 2 Kd 
1 9a? tg'p de 3a2 1 2 30 
I et dp = I | 
o U 


1 + tg")? COSt po 2 1+ telo 2 


1.28. Izračunati površinu elipse b2x? + a2%y? = a3%b?. 


Rješenje. 


Stavljajući x = a cost data jednačina se transformiše na (tzv. parametarske jed- 
načine): ; 


x=acost, y = bsin i. 


Sada imamo (prema (14)}: 
Pu SD 
P=7 (es saa =++=$ | at=abx. 
0 0. 


1.29. Naći površinu lika ograničenog krivom, zadanom u parametar- ! 
skom obliku: 


a) x = 2t — £?, y = 20 — 88; 


b) x=2 cost — cos2t, y = 2 sin t — sin 22, i 


Rješenje. i 


a) Nacrtajmo grafik funkcije x(2) = 22 — 2? (sl. 1.47). Sa grafika vidimo da x 
varira u intervalu (— 0, 1Ji da svakom x iz ovog intervala odgvaraju 'dvije vrijednosti : 
za t£, pa će odgovarati i dvije vrijednosti za y. Dakle, parametarske jednačine definišu dvije i 
funkcije y7;(x) i y.(x) na (— 0,1J i to: jednoj odgovara svako t € (— 0, 1J a drugoj svako i 
tE I x). Ispitajmo svaku od ovih funkcija posebno. Imamo: y; = 0 zat = 0, y, = 0 
zat=2.: : 


Kako je 
KR Prag Katara =0 =) i 
Va GE Za 1; = in=—; (n= Me Fm g H ! 
u —_3%—3yX_ 32 —6t+4, ,{4\_x_. 
GE U = TG gp 7102 0Ve(;)) ROK 
; 4 32 
=y(0=0 in = (;)-5 
(G)max = y (0) ); Ga)min = y 3 27 
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Sa grafika (sl. 1.48) vidimo da 


2 2 
1 ; 1 . 5 21 65920 38 
P== | We = | 48 41148 4=(12—-7 s at 
7 |) XIX) 7) GEH ) 7475 
0 0 
SL. 1.47. S1. 1.48. 
25 27 
1 M 
b) P=— | as y= 3 (A— cost cos2t — sin £ sin 21) dt = 
o I 0 
2z I 
= 3 f U — cost (costt — sintt) — 2 sin? £ cos t}d? = 
(U 
2x Pa 
=3(|(A—cosgdr= 31— sin) = 62. 
; (U 
Gm = I "= ž 1 23 
1.30.  Naći površinu lika ograničenog krivom x = 1 + —, y = —— 
23 22 + 1 


i njenim asimptotama. 
Rješenje. I 
Asimptota paralelna osi Ox (horizontalna) je y =0 (x— + 0, t + 0), dok je 


asimptota paralelna osi Oy (vertikalna) x = 1(y + £ €, t + £ €). Zbog simetrije 
(sl. 1.49) imamo 


$+G o + 
BY =2Ž dr 
P=2 | yd=2 (5242-5 | = 
222+1 2 222 + 1 
1 Ha o 
+ 
4 = = 
= —arctgv2i =4x/2. 
V2 u 


1.31.  Izračunati površinu oblasti D = {(x,y):x+—+ 74% £ ax%y, a S 0}- 
Rješenje. 
Napišimo jednačinu x' + yt — ax%y = 0 u parametarskom obliku.  Stavljajući 
3 = tx, imamo . 
GIA +121)— a= 0, 
tj. I! 
at at? 


xk = = . 
1+: 7 ia 
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Funkcijay = y (2) je dvoznačna i parna funkcija. y=O0zax=0(t=0iiz 1 o). 
Grafik funkcije y (x) omeđuje dvije simetrične figure u odnosu na y osu (naći ostale neop- 
shodne elemente, pa skicirati grafik!), pa imamo —— 


+ + 
1 Š s 
Za). pjega a Ne 
0 $ o 
Kako je = "| £ 
|t= =" 1 ge 
— did = dv = — 2 
a= du, 045 Zlo" (erctg: ki 1-7) 


Tavat- 


1 tarctg!t + LE (feed + = 
a ms 41+0 1472%)- 


a __4At+B —- At—B | 
_1_ 8 Ne) Boju 1412 p+4/2i+i P—_vM2i+1 
—41+8 4J1+4 1 = 
A=—-—,B=0. 
22 
1 £ 22 +V2V2 
stani Eve +; SS1'15,2 Ve ja 
4140" 2 +I1V2+1 
1 (ru-V2+V2 1 2 1 (_1_, "—tVŽ+1 
+—| 4|=7772a+7|7h + 
4V2+. s—i:vZz+1 1+8. 4 (442 e+ivz+i 
1 de 1 di 
U (:+ SME. (:-— ) + 
va? va OG 
I 2—1:Vv2+1 1 
Ipe VERDI 
4l1+2 42 E+iV2+1 22 


1 
+ arc tg (t 42 — 0) +C, 
RM 2V2 
zo rmamo 
a) = sat 
4) 342 


SI. 1.49. 
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1.32. Odredite parametar a tako da površina lika ograničenog para- 
bolom y? = ax i tetivom AB, gdje su A i B presječne tačke parabole i kruž- 
nice x2? + y? + bx = 0, bude maksimalna. 


Rješenje. 


Da bi se data parabola sjekla sa datom kružnicom u dvije tačke (različite), ne- 
ophodno j je da vrijedi a = 0,65 — a illa £0,bs —a. Pretpostavićemo dajeas 0 
i 55 — a (sl. 1.50). Presječne tačke se dobiju rješavanjem sistema y" = ax, %x; + 


+52+ bx = 0, odakle se dobije A (—a — b, Va(—a—b)), B(—a— b, — Valca—B) 
i O (0,0). Otuda , ! ) . 


-a-b -a—b 


P(a=2 I ydx=2Va I Vrda = S VaVEG TB, 
90 0 . 


dP b 
ee) VM—=a—b(—-b—4a=0224a4=——, 
da 3 NA 4 
d"P(a) b ; ; do: . b 
( -7) £ 0, tj. površina datog lika je maksimalna za a = — —. 
da? 4 4 


4 j— 
Zaa £ 0,b = — a se dobije P (a) = Vava +5b), Pnax = P(— _) . 
(Provjerite!) 


1.33.  Izračunati površinu lika ograničenog krivim linijama: 


x% + 1 
a = ———, = 1, x=0; 
)ITG4+Y"T 
b) y=nxx=1,x=6; 
€ 
c) W=x(x— 1); 
xx 
d y=  x=a(= 0); 
. a—x 
£) G—x2=x,y—0; 
f) y = log x + DI, x = — 0,9, x= 9,30; 
g) x=ln 1EVIG —V1—y, y=06; 
xi? ; 
kh) |yl| = —_—, (x= 0, 12 +22 0); 
1 o xn+2 


i) x=a(r— sine), y at —cosi), (0 S Ki K2),y=6; 
sin%z 


j) x = COSL, y = ———— ; 
, 2+ sinz' 
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k) EI SE (parabola), 9=—2, 9="; 
1 —coso 4 2 


DD e+P=1; 
ml xx +yt=X%+7y; 
n) XB + 97% = 1. 


Rezultat. 
3 2 8 3a? 1 


64 
G kit PED a" Sale at NE". a SS T Šaei 
a) 2 In 7) b 2 —— Dir? ) mx; €) 


9,9 — 8,1 "1 )£; nv = i) 3mxa? )a( 9) 

7 — 9,1 "10 3 Apeni == ; = ; 

f) ge 17 m sd ; 
2 = 2 3 

k) 1 68+4V2); 2) ) m)xV2; 7) +" 


ax + 


cx + d 
prolazi kroz ishodište, ima za asimptotu pravu x —=2 i sa pravom x+y + 


+1 = 0 ograničava lik površine. P=4V2 + 2- In (3—V2). 


1.34. Odrediti parametre a,b,c i d tako da hiperbola y = 


Rezultat. 


I 2 
1.35. Odrediti parametar 4 tako da kriva y = arc tg = dU ima 
x 
1 SE = £ = 
prevojnu tačku sa apscisom JE Zatim odrediti površinu lika ograničenog 


tom krivom i pravama y = 0, x = 1. 


Rezultat. 
2 2. 
A4=—=1,P= : (1 _ S jaT y?. _—N(V2 _ 1). (Uputstvo: Prvo provjeriti da 


vrijedi arc (Pe = ——— arctgxza—1=x = 1. Vidi zad. 1.31.) 


2. Izračunavanje dužine luka krive linije u ravni 
(rektifikacija krive) 


Neka je dat luk C jednačinama: x = x(t), y= (0); tu St S T, gdje su 
xiy neprekidne funkcije od £ u {2,, T) i pri čemu je korespondencija između 
tačaka luka C i odgovarajućih vrijednosti parametra £ € (tg, T) obostrano 
jednoznačna. 
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Ako su x (£) i y(t) integrabilne funkcije na (c,, T), onda je dužina luka 
C (sl. 2.1) data obrascem 


j; I 
s=(V%+y2d. (1) 


Ako je luk C gladak, tj. ako su x(t) i y(t) neprekidne funkcije (i x% + 
-+ y2? 5 0), onda je ; 


= =Vi!ij ili dt = dx? + dy. MC) 
t 
Napomenimo da je brzina tačke koja prelazi put s upravo data sa 
ds, me - 
D= a = Vx?2+9y?. 
£ 


Neka je luk C dat jednačinom y = f(x) (a = x£ b), gdje je f'(x) integra- 
bilna funkcija na (a,b). Tada je dužina luka C data sa 


b : ; I 
s= f Vi + 7 (PP dx. G) 
(Ako je, pak, luk C dat sa x = g(y), (c £y S d), onda je 
F ; : 
se (VEGOF+1 dy) 


Neka je luk C dat jednačinom o = o(p) (a £p £ £), pri čemu je o'(g) 
integrabilna funkcija na (a, $J. Tada je dužina luka C data sa (o i 9 polarne 
koordinate) 


B $ o 
$= {Ve + e?dvo. NIĆ) 


a 


Ako je luk C dat sa p =9 (0) (eo, S 0 Se), 9'(o) integrabilna na seg- 
mentu {01, 02), onda je dužina luka C data sa 


s= (VI EWOT de. u = " G) 


-—--jx 


U x=x(t), y=y(}}—— 
{ {y=f(x}} 
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Zadaci (2.1—2.2)). 


2.1. Izračunati dužinu luka krive y = x32? od njene tačke A apscise 
0 do njene tačke B apscise 1. 


3 1 
Keit — 3 en 
je definisana za x S 0 i ima izvod y' = Z' x? koji je integrabi- 


Rješenje. 
Funkcija y= x? 
lan na {0,1}, pa imamo (prema (3)) 


1 1 
aa % 3 4 
= dx= IP da = Na Pe 
s |VIi+5 dx INTE 14i+ 
(u o 


o . 
1 H d 31 3 4 3 
3 4 2 2 4 2 2 
-z/(;+){x=(7+?) | =(,5)'=-k)}= 
—e o 
1 
= —{V133}— 8). 
27 ) I 
2.2. Odrediti obim kružnice x? + y? = 72 (ro 0). 
Rješenje. 
x? za 


Nae=kVrf—x, ali, 12bOE simetrije, posmatraćemo samo y = Vrt — xX? 


O £xkr. Kako je y = ——, to imamo 
U Ve 
T 
x TI 
{+ s=-r| - = rarc sin = —, 
Jes r, 2? 


pa je obim O = 4s = 21 2. 


I sa 
2.3. Neka je kriva CG data jednačinom f(x) = ln Ć ; . Naći duži- 
; (2 


nu krive C od njene tačke A apscise 1 do njene tačke B apscise 2. 


Rješenje. 
Provjerimo da li je f diferencijabilna na {1, 21. Zaista, 
_— 1 ZE ua 2e7 


dog = (e + 1) —-1 
postoji za svako x $£ 0. Osim toga, f'(x) je neprekidna Maša na (1,2), paje i integrabilna, 
te imamo 
2 2 | 87 — 1, 2x = int 
= J VI+IF = 1 dt = 
SIZE 


14 141 dode Kra 

k=—| | —— — —)Jd=ln 

2176-5 2 1—1"2 (mm ) 
2 a . 
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2.4. Naći opseg lika omeđenog krivim, datim u pravouglom Descartes— 
ovom koordinatnom sistemu jednačinama 


y=V6 x%2, y = Vx, x=0. 


Rješenje. 
Sa slike 2.2. vidimo da je opseg krivolinijskog trougla OAB dat sa 


O= s ĆOA) + s AB) + s (BO), 
gdje je i 
_ Y Vi 
s(BO) = V6;,s(0A) = {| VEOP+1d4y= | Vhb+1dy, 
0 o 


pa 2 m KA 
ae = = — = dx 
s(AB) = (V1 + (9) dx = + 2 — ax = 6 | — - 


Kako je u 


"=. 472 + 1 1 
n=|V45+1d4= | dy= (24 + Vi 1) + 


VAyr+1 
?d u=35 | ajd I 
za j tn)" = 2 va VIJFFT|= 
VA4y?2+1 du = dy, V4y? + 1 


1 H 
= n+ Va FI) + Va ri — | Vodi, 
tj. 
: 1 1 j 
n= |7nCG + Vi) +svorri|+ CG 


x 


VE 


= {tt 


10% 
= arc sinh —+ Ca 
6 


to imamo 


— 11 = == = %" 
O |} nOV2ž+3)+ 32), s AB) = Všacsin a, 


odnosno 


0=  (oV2V2+ 3 +3v2) + Ei raresin VE) 


;? (a = 0), od njene 


2.5.  Odrediti dužinu luka. krive y = a ln 
aje at—x 


tačke 4 (0,y) do njene tačke B (7) . 
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Rješenj?. 


S 2ax_—, ; a a 
Kako je y' = OJ integrabilna funkcija na (o. =) , 


to imamo 


al2 al2 Ž R NGOZ. (a? 8) 
— a+x at —(at— x 
s= | VIHSTA= | gx (ES dx = 
o o 0 
al2 al2 ala 
=u'| a | ax==-73+ Ki pos U 
0 o 0 (2) 
a 
x |ale 
1+— 1 
+aln =a(n3——) 
ge 


2.6... Odrediti dužinu luka krive |y — arc sin x| = V1 — 22. 
Rješenje. 


Funkcije 71,2 = 31 (x) = are sin x + Vi — x" su definisane na (—1, 1}. 


pa imamo 


1 1 1 1 IN 
= Y 2 2 
s= NESTO (viza | Per | |oae 
2 j -1 -1 —1 
1 1 
=V2 f I + x)2R a — ge dx = 2VŽIG + 31R — 1 — ET Na 
= 1 = 
=2V2(V2+V2)= 8. 


Napomenimo da je grafik funkcije y,(x) simetričan grafiku funkcije 5,(x) u odnosu 


I " KOSE JSIPA ST 
na pravu y = 7, (simetrala lika, sl. 2.3), pa se moglo računati s = 2 { Vijy|!dx. 
-1 
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2.7. Odrediti dužinu luka 
6 Ž 4 
C={((w3): ( = 7) A E =2 E. A (0 52) " 


Rješenje. 
Funkcija y = g(x} je definisana za x5 0. y 'W=2 -= 156 tj. 3) 
ž 


stalno opada i y'(x) + —  (x20).y = 0 za t=$8,y(0=2 (st. 2) No, izvodi 
ž=tij= — P su neprekidni na {0,4/8) pa su tu i integrabilni, te imamo 
$/g 4/E 
s= (Veryd= (| PVEHTA= | 41 = 4,40 d1— 2u du = 
H ; 


2.8. Dokazati da je dužina luka elipse x = a sin 1, y = b cost jednaka 
dužini jednog ralasa sinusoiđe y = Va? — B2 bisin (a=b 0). 


Dokaz. 


Dužina luka date elipse je 
22 


2 241 
= {ve +ytdt= | Vatcostt+ $b? sin't dz = f VB (at 87) cost de, 
0 0 0 


a dužina jednog talasa date SG (zli. T=2nb): 
2nb 


= JADE 17 


22 


= f Vb + (a?—5?) cos?t dt, tj. s; = $2. 
(U 


Ne = 
= 7+ 


 =t| = 
77 


Napomenimo da su dobiveni integrali eliptički i da se ne mogu elementarno izračnnati 
(u konačnom obliku). 


2.9. Odrediti krive čiji luk od njihove tačke 4 (0, y) do njihove tačke 
B(x,y) ima dužinu s = ash 2, (a 0,x 2 0). 
a F 


Rješenje. 


xx ———— 
-ashža{eh nža=f fi+mžaoy = +hŽa5= 
a a . a a 
9 


= kachi+C, 
a 


gdje je C proizvoljna (realna) konstanta. Dakle, tražene krive predstavljaju famikju tzv. 
Ca. " 
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2.10. Izračunati dužinu luka (kružne evolvente) krive. 


x=—=a(cost + tsint), y = a(sint —z cost). 


odx=adoz= zx (a = 0). 


Rješenje. 
ax +. 
= 2 , z/2 - 2 2 
- : an 
s= (Vat Kd = | VEFHA=a | di = 
a 0 I 0 
2.11.  Rektificirati parabolu 

y2=2 px. 

Rješenje. 
= g_3%d 


Arsh 2 
P 


I 7 I y S 
2 
s= (VIFGS = | P+ a) dy=2? IKE 
o 9 (HM 


Pre. Ash P |3Y y\? y 
" = — Ishite chi + "9 =— 2. h+ Ž) + Arsh — | = 
_T li P | J G ? . 


I) 
{= 
= 
+ 
=, 
+ 
n|e 


AmshŽ. 
P 
2.12. Na prvom luku cikloide nađite tačku koja ga dijeli u omjeru 1: 5. 


Rješenje. 
Jednačine cikloide u parametarskom obliku glase: x—=a (t— sin £), y=a(l1—cos £). 


A: s=b1:59 sg = 55% 


bo 
s=5:5—=5|Vx+7d= 
o . 


. . žel2 H 
= — 20a (cos x}, = 20a (: = cos —) . 
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S druge strane, 


2 25% 
-——— Lo". 
= = (VEFPA=2a| sin — di = 


bo to 
sa ( 8) = sa(1+ cos), 
= — da {cos r — cos — |) = 4a. cos —}. 
2 2) 
Prema tome imamo: 


t H " 
20a (: — COS =) = da (i +c0s—) 5, 


6c0s — = 4, 
6 2 
Cc0S— = — 
2 3" 
to 
— = arc C0S — 
2 


2 
ta = 2 arc cos = 


2.13.  Izračunati dužinu kardiovide 
r=2a(1 + cos g). 
Rješenje. 


fr = — 2asn9, 


2. 22 
s= ! Vr + (ri dp.= { a/4Aa?t + Bat cos p + 4a? costg --4a" sin"? p dp = 
0 o Nuh NE I 


2 2x 
=2a:Vi (Vi + cospdp = 242 { NESTELE 
(U . 0 - . 


2 . —-m 
=4a| cos 5 |4p= 84 { (cos 2 dx = 
0 (U 
n{2 Ed , DC 
= sa({ €08 x dx — f cos x dx) = MH 
o x{2 


. 72 NE . . . 
= $a {Csin x1, " — (sin x| 2) = $a {1— 0— DD} - 162: a £ u 
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2.14. Izračunati dužinu luka krivih linija: 


1 
a) == 25, I £y£Ke); 


b) y = ln cos x, ((=x=a=2); 
c) x = cost, y = sin%; 


(mm 4 3 


e) (+) (1 £r£3). 
2 Y 


f) r= a sine (a = 0), 
gdje su r i y polarne koordinate. 


Rješenje. 


2) -|FFGFo-| h+ž(r-2+})s= 


y? 


2 
a a a a 
i UREE ,{ dx dx 
b) s= |VEFGGOFa= (VIVE | = | E = 
o : 9 L o sin G + x) 
. t 
nj2+a nf2-I-a - n{2+a 1fcost — 
| dz t 2 
=|—+x=t|= f ——— = { = d= 
. sin £ t £ 
nj2 aj2_ 2 sin —C0S — x2 21g % 
nj2+ad ( =) 
_ LE 'e mn t |prlžra in (+) 
u u | 7 Ma -asly fz), 


tg — 
n)2 s 


_ 9 Funkcijex(t) = costti y (t) = sinft su definisane za svako realno £. No, funk- 
cija y (x) je definisana za 0 £ x £ 1 (jer O £ cost2 £ 1 za svako t£ € R). Sa grafika funk- 
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cije x £) = cost? (sl. 2.5) viđimo dax poprima sve vrijednosti iz 10, 1} dok z prođe kroz 


JE A 
skup |0, |. Takođe vrijedi tablica toka funkcija x (2) i y (0): 
Sk NE ozmjza|. 
x -- {1N0 Z1 
y NJSkok O7Ž1 NO 
F SI. 2.5. 
Dakle, dovoljno je uzeti 1 € |o; | Pa imamo (jer su zi j neprekidne) 


x{2 


xj2 Ć 
im | V=FYE ga 4 f{ V cost sin?t +. sin't costt di = 
o 9 
zxf2 1 
-4{ sin £ cos 1 4/sin%t P 005% dt — |sinžt = ul = 2 (VAL T idu = 
o o 
1 1 A 
: 1 1 
=2 Vrsnjaasn| fi?) + mk i 1, 
a j 2 ! 
1 
2 (Ve n(1 +v2) 
-G IVEFTa = VE (VIT Faza. RUEVD, 
MG Va 


- — - 4 . o 
Primijetimo da je V/x + Vy=1 Gl. 2.6). 


y 


VX+vy =) 
3; | X =cos"t 
n{5zcosti 


SI 2.6. SE. 2.7. 
d) Kakojer' = — px NSPrekidna funkcija na Es s). to je ona tu i integrabilna, 
pa vrijedi 
43 413 
čaj J VELA I (V1 + p?/p?) dp = 
3/4 3/4 


9=sht, dp= hteo | 
= Arshp = (pr viz9)| 
JIn3 1n3 


f cehnear= f (sz Jaama +a 7 
In2 


| 


In2 She 
"E TM EEVEE" sm) = 
sh t in2 43 3/4 
So 5 3 5 3 
=(——+$—+nl =—+hn—., 
( 43 . 12 2 
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2 (a 


vrijed /prema obrascu (5)/: 


3 3 rodi 
Se NOTOVONE| Ji + I(1- a) mo 


Saab RK ESE E SEN 1-6 SEE 
e) Funkcija y' = = (! —_ P). je neprekidna na {1,3}, pa je tu i integrabilna, te 


lt 
|- 
— 
%—— 
+ 
Nn 
+ 
1,! 
a 
U 
v|- 
——— s 
pa 
+ 
+| 
— 
ge 
U 
n| = 
—t— 
GT 
+ 
+|= 
— 
a 
| 


Po ne ke wT Ć p 
£) Funkcija r = asins — je definisana (jer se uzima r 2 0) za 0 + Zn Ko £ 


£Sa+2ka(k = 0, £1,+2,..-), tj. za 10 ka £ px Sa + 10 ka. No, dovoljno je 
uzeti O £ 9 £ 5, jer je čitava kriva cpisana tačkom (r, p) kađa se p mijenja od 0 de Sx: 


Z 312 JSn 


AT 


|, 0 7 nj2 J3M: 


J2 |zsnj 


Ja 


21 
SE MN 
i a. 


JZ asins Z 
5 


a si s sin gate 
daska") boak ma 


10 


(tskoristili smo: sin = sin (r = =) = sin 7) Sada nije teško skicirati grafik da- 
te krive (sl. 2.7). 
Dakle, irnamo-(jer r'= asint cos E neprekidna na {0, se)): 


51 SME AL TV 
s={ VERT d= | fo sino £ + sin £ ov £ dp = 
0 0 a š 


Su bg 1 i 
) , — cos 2 
=a| sin dp=| {= = sa | sin 1 dt = sin = (PE) = 
0. F 0 : : 
11 1 
1 + cos4t 
= — — — cos U u" ) = 
s{(; 2 4 
o . 
1 za 5 
= saa sin 2 + sin 4 REdići 
8 4 32 o 8 


2.15. Tačka M se kreće po krivoj x = cost +rsint, y = sint — 
— tcosi. Odrediti brzinu tačke M (u m/s) u momentu t = 30 sec, kao i 
put s (u metrima) koji pređe tačka od početka kretanja pa do tog momenta. 


Rješenje. = 
Kako je 


vl)= =Vx+g) = VE cost + £ sinh. = 1, WE = =, mt 0), 
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to imamo 
H H 


1 
v (30) = 30, s (t) = {v0) di = (rdt = 2,50) = 450. 
(u (H 
2.16. Odrediti dužinu luka krive 


e 
9 = d, 0 =e£=D. 
Ma 
(u m ; 


Rješenje. 


sh 


Kako je p'(o) = 


to imamo 


2 integrabilna na (0, 1), (ima samo prekid I vrste u o = 0), 


1 1 1 
s= Yi + et (P(g de = h 1 + shto de = f Veheede = 
0 0 0 z 
1 


ho do = (shol = st = LE -( a) 
= {che e= shell = S == HM : 
(u 


2.17. Odrediti dužinu Juka krivih linija: 


2) y —arosin— OKx£1); 

b) y = Insin (x + 5) (6 55255—5):. 
; Kd 

c) == Mnsecy (0 57 52); 


d) = — a(ntg—+ cos£), y = asini (x20, 0 £b£=ySKa 
(traktrisa); 

€) x23 -+ 723 = a2B (astroida); 

f) o=a, OSg9S=m); 
8) o0=asnt; 

; 3 

h) p=vo O£0S5); 

; ; t zx 

i) e=l1x cost, gt =18? (0=:=52). : 
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Rezultat. 


a) n(e + Veli); b) — 13; 9) n(2 +); dane; €) 60; 
19 
9 ŽIVITE KR T =) %—;Nn%:92 


2.18. Data je jednačina krive 9a7y? = x (x — 3a)2. Odrediti vrijednost 
parametra a tako da dužina luka zatvorenog dijela date krive iznosi s = V3. 


Rezultat. 
i 
A=—. 
4 


2.19. Odrediti krive čiji luk od njihove tačke (0, 3) do njihove tačke 
(x,y) (x = 0) ima dužinu 


= 2—2 
u E=t 


Rezultat. 


y = + arc cosx + C, gdje je C proizvoljna (realna) konstanta. 


2.20. Tačka M se kreće po krivoj x = I cost, y = 3 sin%?. Odrediti 


brzinu tačke M i put s za 0 Sr £K a. 


Rezultat. 
9 3 x 
v(t) = 2. (sin 2 / = 79% sS= fvode = 
o 
3. Izračunavanje površine rotacionih površi 
(komplanacija obrinih površi) 


Neka je (glatki) luk AB dat sistemom jednačina x= " (s), , = 3 (S), 
(0 £s S S) (gdje je S dužina luka 28). Tada je površina rotacione površi, 
nastale rotacijom oko osi Ox luka AB, data sa 


s 
1) P,=2x{|3()|d. 
i 0 
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Površina (obrtne) površi koju opisuje luk krive y = = f(x), (gdje f (x) ima 
integrabilan izvod f'(x) u (a, b| između tačaka A (a, y) i B(b, y)(a £ b)} 
rotacijom oko osi Ox (za ugao od Ma. data je obrascem 


A) Pen (ly Žar za {GIVE F SRB de, 


(gdje je ds — diferencijal luka krive). 
Ako, pak, kriva y = f(x) rotira oko osi Oyi i ako f ima inverznu funkciju 


ftr:x=f0y) (cy =d), onda je površina nastale obrtne površi .data 
obrascem 


6) Pe {| KOVEGTEI A (= 22 | VESTA). 


c 


Može se dogoditi da funkcija y = f(x) na segmentu (c, d) ne ispunjava. 
uslove za postojanje njene inverzne funkcije, ali se segment {(c, d) može po- 
dijeliti na nekoliko manjih segmenata tako, da na svakom od njih funkcija 
ima inverznu funkciju. U tom slučaju treba primijeniti relaciju (3) za svaku 
od dobivenih inverznih funkcija pa dobivene površine sabrati. 

Neka se zatvorena kriva C sastoji iz lukova krivih y = f(x) i y = f(x) 
za a £x Sb. Tada je površina površi koja nastaje rotacijom krive C oko ost 
Ox data sa 


2 | UAGOIVI JEO + IA(IVI FJAG) dx, 
b 


(4) p—| za x) EfK) S 0 (Vx € {a, b|, izuzev u konačno mnogo 
i ; — a), 


2a I IGALVI FL), za fix) E fale) = 0 (Vx E {a, 51), 


a u slučaju kada je kriva simetrična u odnosu na osu Ox na jednom ili više seg- 
menata, koji su podskupovi posmatranog segmenta |a,b}, treba segment (a, b} 
podijeliti na odgovarajuće segmente (koji zadovoljavaju uslove iz (4)), primije- 
niti na svaki formulu (4) i dobivene površine sabrati. 

Analogno se postupa ako se vrši rotacija oko y ose, a i u slučaju kada 
je kriva definisana sa više od dvije fmkoje. 


Neka luk AB krive y = f(x) (za a £x £ b), pri čemu postoji integrabi- 
lan izvod f'(x) u {a, b), rotira oko prave I: Ax " By + C = 0. Ako proizvoljna 
normala date prave siječe dati luk u najviše jednoj tački (sl. 3.1), onda je povr- 
šina dobivene obritne površi data sa 


boj b 
(S) P;=2x{(r(f,Dds= 25 (r,DV1+f?(x) dx, 


a a 


gdjejer(f,L) rastojanje proizvoljne tačke M (x, FA) date krive od date prave 
Lt. rf, D = 14x + Bfx) + CI 


VA: + Bi! 
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Napomenimo da se može izvršiti i transformacija koordinatnog sistema 
(rotacija i translacija), tako da se prava / poklopi sa nekom od koordinatnih 
osa, pa primijeniti formule (2) ili 3). 


SI. 3.1. SI. 3.2." 


Ako je luk AB dat jednačinama u parametarskom obliku: x = x(t), 
y =y(0)(n St £ t)(uz uslov da su x i y integrabilni na (z,, £2|) tada, umje- 
sto (2) 1 (3), imamo 


i 42 j $ .. 
{6) P. = 25 { (DI Vx2+y?di, P, = 2m { beli Viti gid. 
"4 . a . 
Ako je luk AB dat u polarnim koordinatama jednačinom o = f(9) 
"da Sg Sp), uzimajući t = 9, dobivamo : 
d io ";"_. £ 
(7) P, = 2 f e |sinp| Vo? + 0? dy. 


a 


(Analogno za 


% 
P=W0) (an 0 Se): P, = 22% { o |sing|V1 + "9"? de.) 


2, 


Ako je kriva data jednačinom F(x,y) = 0, onda datu jednačinu treba 
(ako je moguće) riješiti po x ili po y, pa za svako rješenje primijeniti odgo- 
varajuće prethodne formule /(2) — (5)/. Takođe se može preći na parame- 
tarski oblik, pa primijeniti obrazac (6) ili (7) (vodeći računa o eventualnoj 
simetriji date krive i o neophodnoj podjeli na dijelove). J 

Ako kriva y =f(x) (a £x £ + 0) rotira oko osi Ox, pri čemu joj 
je osa Ox asimptota (kad x— + co) (sl. 3.2), tada je 


+ 
(8) P,= 2x {| HIV1Hy7 dx, 


pod uslovom da postoji ovaj nesvojstveni integral. 


Analogno važi ako je osa Ox asimptota date krive kad x—— — oo (ili, pak 
ako se zamijene uloge koordinatnih osa). i 


2 
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- Akoje T(£,n) težište homogenog luka y = f(x) (a £x S b), tada vrijedi 
b 5 
fxV1 +3%4x fyv1+3? dx 
y £ = G—— 7 = — == ; 
Ni +y? dx {V1 +y?dx 
a a 
odakle imamo 


b 
) s:2a|=22||y}|VIJ9T dx= Pe 


tj. površina obrine bovrši nastale rotacijom luka ravninske krive oko ose koja je 
u istoj ravni s krivom, ali je ne siječe, jednaka je proizvodu dužine luka s obimom 
kružnice koju opisuje težište luka krive (tzv. drugi Guldinov teorem). 


Zadaci (3.1—3.10) 


3.1. Izračunati površinu obrtne površi koja nastaje rotacijom oko ose Ox 
luka krive y = e€" između tačaka A (1,e) i B(2,2?). 


Rješenje. 


Funkcija y = e" ima neprekidan izvod y' = €" (koji je tim prije integrabilan 
na {1, 2), pa imamo PaEa (1)/: 


Peta (ti ST + et dx = et = t| = 
1 1 


2 


S su ; u See 
= 2 |VIFRA=.. 2 (n+ +dA)+IVITae| = 
G G e 

+VI 
s(n ViHet ZE seviFA—eviz7). 
e+Vite 


3.2. Izračunati površinu obrtne površi koja nastaje rotacijom oko ose Ox 
luka krive y = arc sin (sin x), 4 £x£ 5). 


Rješenje. 
Datu funkciju možemo prikazati i u obliku (sl. 3.3);: 


a oa 7) 
x, % — —,— 
2 2 ki y=arc sin(sin x) 
3. 
Y={A—XxXxE 7) 
2 
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Dakle, dati luk (koji se sastoji iz dva glatka dijela) je definisan sa dvije funkcije: 
35 3x 
(lx) =x—xzaxE | , =). 4Xx)=x— 2x za xE (E 5|. Data funkcija nema 


: . 35 M , 37 , 3% ŽK 
izvod u tački Ke e |4, 5J (jer -1=y_ () £Yyi (=) = 1) + tj}. izvod y'(x) na seg- 


37 
mentu {4, 5J ima prekid I vrste samo u tački TU pa je on integrabilan na {4, 5J, s tim što 


ojećE = . (32 
se segment integracije (4, 5J mora podijeliti na dva dijela: {4 Ed i £ s|. Zato imamo 


3n)2 


= m-2{ HI VIT yt dx = 22 U bn VI y5G) dx + 


312 
+ ( IVE FSH Ax| = 27 L { s A VI FO Didx+ 
ke 3x/|2 5 
+ ! |x — 201 VII + 1ax| = 212 U k—n)dx+ |Ox— 2) dz = 
3x/2 3x/2 


3x}2 . S 
= 2142 IH x? — 2x|, + (amo 2| up) = 


972 
= 2 (28 "Sa; 
zv. zx =. 


3.3. Izračunati površinu lopte datog poluprečnika r. 


Rješenje. 


_ Neka se polukružnica (sl. 3.4) 


x = Vr? — y? obrće oko y-ose. 
Tađa imamo: 


971 T Sao sagi ; 
2 u 
P=2z{ xz(VI1 + (x))) dy = 22 (NSENITE b= 
Do Kd , 
r 


= 
= 2x{ rdy=2rx{y)} = 2rx(r + Tr) = 4? 1. 
= 


=. 


3.4. Izračunati površinu obrtne površi, koja nastaje rotacijom luka kubne 
parabole 


1 
y= 


a X (0 £xS 1), oko ose Ox. 
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. Rješenje. 
b 
P=2n {f0) VI + UG) dx = 


1 


xn 1+xt=}2| 
Safe Vita we 
zP VEROG )|Sm 


= Ba E 2312 — | = £ om LI 1). 
6 L3 3 9 


3.5. Izračunati površinu vretenaste površi, koja nastaje rotacijom jednog 
svoda sinusoide oko ose Ox. 


Rješenje. 
I kg 
P= 2z (svi + (7) dx = 2n {| sinx VI 1 costx dx = 
(IH o 
I -1 


=== ?t = sh 
= 2 | VI HPd= KOM 
1 


dr = chdx| 


C0SXx = t 
— sinxdx = dž 


In(1+V2) Sa Kat 

I 8 Na+ 

= J ht xdx = Z|x+ 2 kosti 
n(-i+V2) 


in(1 + V2) 
= h = 
zx (|x + shxe I a(—1+V2) 


=xlAsht+:ViFE)_ = = lArshl-Arsh (— D + V2+V2}= 
+ 22) =z{n(3+2V2) +2V2|. 


3.6. Izračunati površinu obritne površi nastale obrtanjem kružnice 
X+Gy_1}=1 
— oko ose Ox. 
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Rješenje. 


H=1+VI1- xx, 


H=1—Vi—=x; 


1 
P= uf|OGvi OV + VI + 6) di= 
—-1 


1 
=+%x"'4 farcsinx) = = 
-_-1 


H 
2dx 
— VI 


3.7. Data je jednačina kružnice (x.— a)? + (y — b)3 = 12. Odrediti površinu 
obrtne površi koja nastaje rotacijom date kružnice oko ose 0Ox. 


Rješenje. 


Razlikovaćemo tri slučaja: 0 £ 1 £ |b| (sl. 3.5), b=0 5 r (sl. 36) i 05 |b|x 
£ Tr (sl. 3.7). Očigledno, parametar a ne utiče na veličinu površine, tj. a može biti 
proizvoljan (realan) broj. : . ' , 


. 1". U slučaju 0 KT S || ispunjeni su uslovi za primjenu Guldinovog teorema (jer 
kriva leži u istoj ravni s osom rotacije i ne siječe je), pa imamo (obrazac za površinu, dobi- 
venog, torusa): 


P,=s+2n|m| = 2rx 25 |b| = date |b), 
jer je dužina kružnice s = 2rsc, a ordinata težišta kružnice je 2; = b. 


2". U slučaju b = 0 x r kružnica opisuje sferu radijusa r čija je površina, kao što 
znamo (Vidi zad. 3.3.), P, = 4ržx, Napomenimo da je, u ovom slučaju, kružnica simetrič-. 
na u odnosu na osu rotacije, pa je dovoljno posmatrati rotaciju ,,gornje"' (ili ,,donje'") polu- 
kružnice. (U tom slučaju polukružnica ispunjava uslove Guldinovog teorema, pa je 


2r 271 
Pz = s" 21|m| = 4" 251 = drim, jer s = ret, dm = =). 
JE 


3". U slučaju 0=|b6|£r imamo da je jedan dio date kružnice 7, , =b-LV r"—(x—a)?, 
ispod ose Ox, pa treba voditi računa da 'su -ordinate na tom dijelu negativne. Smat- 
raćemo da ječ = 0 (jer se i za b £ 0, očigledno, dobije ista obrtna površ), te da je 
a =0 (jer se i za a £ 0 dobije, očiegledno, ista vrijednost površine obrtne površi; može 
se izvršiti translacija koordinatnog sistema: x — a = xp y= 9), Dakle, imamo 7, = 
za VO ČE b+Vr— xi, y= 0 za Pt — xtm 02, tj, Za a = sVr— Bi, 
Kako je NUNNMIE 


" , .T%X 
:Y21= — |5a| = Ja 


==) Ve 


Il poze ra VERSVAIKM 
y: = 
"su ax € 1 VROG, VE G)), 
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to imarno fprema (4)/: 


a 
Pi = 2% | (VI + 52+IV1 +55) dx = 
= ; 


Tr 
— r "= 
=21 TG + VE ER) LE dx +2 I (b—Vr—x?) dx+- 
| M/re —_ xx Jaea A/rt — x2 
JE —b? , 
VFB : r 
+ h (6 — Vr— xx?) dx 21 | |re arc sin Ž + rx| + 
mt . T 
-Vr=b -r 
I r Vr=b 
+2|rdaresin Ž — rx| —_ (rb arcsin —7rx| ) = 
T T 
Wo VFB 


12? — 2 


—1r"+ rVi=g) — 


= 29% 1b + 4rt + 4 (7 — trbarc sin 


VETO 


—21 (grb are sin -2rVe=) = 492 71b + Bar Vr? — be 


m A/r? — b} 
— 8r br arc sh — = 
7 


2— 2 b 2 
EVE P arret / _ G) = 
T 


T 


} 
U 

2 te x NIN 

= arc sin (cos £) = ZA — arc cos (cost) = — — t = = USNM 
I 


nm 


LT b 
= Ba (VP — b? + barc sin =). 
I ; = 


(x-0)s(y-b)}{=r? 
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Napomenimo da je pogodno datu jednačinu (x — a)? + (y — b)2 = 12 napisati u 


parametarskom obliku: x = a + r cost, y = b + rsint, O ZStX 2), (Kako je y=0 


b., PP Se ve 
za t, = + are sin — d tg = 2x — arc sin =, Vath je = 1; to vrijedi 


2 NECJ 
sr-jaresin— 2x—arc sin — 

Tr T 

P,=2nr{{ O+rsint) dt + { 6 +rsnnda +. 

9 KOE 

s+are sin— 

A 

2z 


+ { G+rsnĐad:|.) 


PB 
2x-arc sin 


:3.8. 'Izračunati površine obrtnih površi koje nastaju rotacijom krivih datih 
analitički sa: 


a) 4x2 + 997 = 36, oko x ose; 


x2 


yo 
FRKE 


b) (0 Z5b=S ad) oko y ose; 


2) ,=x—l, (1 5xSKa) oko x ose; 


d) y = €, oko x ose (za x = 0); 


e) y = min {sin 2 x, tg x}, (o =x =) oko x Ose; 


f) ,, =—2x (—2 £xS0) oko y ose; 
E_— 2 ) 
g) |x| = ant+VvR=5 —V/a? —3?, oko x ose; 


h). e =2a(l + cosg), oko polarne ose; 
i) xX2+yt=avx?— 72, (a = 0) oko x ose. 
Rješenje. 


a) Iz 42 + Y2 = 36 slijedi yi = VE x". Funkcija je definisana za 
9—%250, tj. za -3£xx £ 3. Kako je ću rotacije ujedno i osa simetrije date krive, 
) 2 
'to će obrtnu površ obrazovati ,,gornji? (ili donji?') luk elipse, Izvod y', = — i". 


3VSe — xx? 
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ima prekid II vrste u x = + 3, ali je on integrabilan na svakom segmentu {X, YI za Y X, 
Y E (—3, 3), te imamo 


x 
P, = 21 lim (sovi +y}(X) dx= 
X—+-3+ A 
Y3_ Xx 
Y 
sm WE 2 
=22 li We J gje" = 
X—+—34 3 96—x)" 
Y-3- X 


arosin VŽ arc sin —— 
, 725 I 36% I | 
x=sint|= I ccstt dt = — |1 = 
9 | V5 VS 2 


36 = a 3 36x/( ' 
ST Ed sin: V1 — sin? 2) = = (sresin 
A/5 o 4/5 3 


s: 36 3 
0 ie 3 85% + Ket A 
3 9 4/5 3 


b)  Parametarske jednačine date elipse su: 


x=acost,y = bsin t, t € {0, 221). 


Koristeći simetriju date krive imamo (xi y su neprekidni pa i integrabilni): 


z/2 nj2 I 
P,=2:21 | XVI di = 4 | acostVa?sinti { b? costt dt = 
Ke KC No ZONE i) I = 
nj2 ; —— i 
; rm ee — b? : 
= dan { cost Vb? + (a? — b?) sin't dt = = VFrE|- 
0 e : 
ae 
z/{2 RER D Ab b 
kj a T 
— 4abn{ cos £,/1+(£ osta) dr—| ostat =u| = ZE { VIFFA 
o : I ? 0 


Kako je , J T 
_— 1 . )nTz 
| VI du = alu+V/I +2)+uv1+2|+ C, 


to imamo 


SME = , 
1, = n S = 123. 
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NO) Izy2 = x— 1 slijedi 3,4 = £ Vx — 1. Krive y, = Vu lij = — x—1 
1 


x—1 


obrazuju istu obrtnu površ (sl. 3.8), pa imamo (uzimajući u obzir da je y',; = 


integrabilan na svakom segmentu |X, a} za VX €E (1, a)): 


X—+la 


a a 
1 
ne š 
x_. 1 


Vai 
JE I 
= |x—3=P|=7 dt g (Va 3-1). 
1 y 


d) y = €" je neprekidna funkcija (pa i integrabilna) na svakom segmentu la, 0) C 
C (— %,0} (sl. 3.9), pa imamo 


0 M u 
P,=22x lim fs AVI HSG) dx= 22% lim fEVIH+ EF dx= 
i ara ae Gi 


1 
= e=t=2a1(|VIHBEG=...=xln(t+VIH2)+ 
0. 


HI VIEF) = 212 ba + VDI 


S1. 3.8. Sl. 3.9. 


e) y = min {sin 2x, tg x} = 


1/cos? x, x E |o =) 


y= 2=5-(2) =5+(5)=0 
22) an()-o 
20524 16 (5,5| : . 
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=——_- , , = TI -—- - 
tj. izvod y' ima prekid I vrste u x = VI E |o zP ali je (kao takav) integrabilan na (o ZT = 


pa imamo (sl. 3.10): 
"(3 ja 


P; U dsk + 4+ 
o 
23 a. 
+ | sa2xVIF40552x42). 
PIZI ; 
Kako je 
2|4 _ HV/2 
1 V1+t 
n= | sa fr + dar = kosa = ha J VIDE dje 
cost x 2 
0 i 
M VS 
1 2—-1+1 1 = 
= += ze) SE Pt da (+ ž I - 
2 |)  =-1 {2 z+1 
V2 
a +V2)W5— 1) 
ad TR STAN PT 
| L(SS—vr+ a ) 
Ka 
3 == 
= | sin2xV1+400st2x dx = Kattele o PVO 
a 
a I ? 
1 9 1 
== Inb+VIFF)+:V1+E1 = 7 V2(-i+ Ve 
1 
= g Vrh + VI), 
to imamo 


3 
4 
Pss|(vas Jova EVO ZD), 


y=min{tgx, sin2x} 
(06x5Ž) 


. SL. 3.10. SL. 3.11. 
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1 pre ——- 
f HY=—2x9x=— ZVAO = 394 = Vx?t+1dy= Vy?+1 dy 


2 2 } 
1 ds 
aP,=2: 21 | (OVLFH1 Ay =4z| -iy|,WH{4= 
(U . 0: 
2 Arsh2 . 
=22|yVyE1dy=ly= sh = 22 i sh? z ch? dž = ! 
(U . (Hi 
MO oh 22—1 ch2 n= 
ch2t— ch2t+1 nz 
=2 | SZ {| h22:— 1) dt = 
zn 2 7 de ? (ch2+2t — 1) ! 
o 0 
H Arsh2 
a ch4:+1 sz (sh4t Arsh2 
2 | (CER jan 2 pe 
2 y" 2 4 PRIH o 


= T2sh2tch2t Arsh2 Arsh2 
= — ——————  _— — 1 
2) | 


ME, 2 2 = = 
4 a 7 Bhrchr(ch £ + sh?) 1, 


= ; PRVEHAA+4+4)— arsh2) = S UBvS—n(2 + VS)I Bl. 3.411) 


a+Vat—y? 
g) ona + (eln , a -Va=7) 
je definisano za O = yxX 4, (-o£x- +). 
š = -% —yh/at— yi —(a+Va—y?) 3 = 
xx (y)= a . Je Vera 
a+vVat—y? y? Z Matt? 
Val u —y a 
== —yg Rb=VIHVG}dy= NICE dz do 
. Ho a 
P,=2:22 { SWBVIHSBdr= 42 |, VI FOJdy= 
9, o 
2 I } MEET 
-sn|y desna (dy = dna (sl. 3.12). 
o (U) ć 


=Z2a(l+cos P} 
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h) o=2a(1 + cosg) Se = —2asnpa ds = Ve + o? dp = 


=VA4a'(l + cos 9? +4 a" sin? p dp = 2a V2(1+ cos p) dp = 4a cos dp 


EJ a 


3P=22(5(0)ds()=22| osin p:4a cos — dp= 
0 (U 


Ea - 4a 
=sanf|2a(1 + cos g) sin p cos 2 dp = 64 atm | cos? sin £ dp = 
0 (U 


128 
S%. a?7 (sl. 3.13). 


P 
CO0S — = t 
2 


i) Jednačina krive (tzv. lemntskate) x? + y2? = a Vx? — y? u polarnim koordinatama 
ima oblik a = av/cos2 9 (sl. 1.41.). Kako je 
sin?2 9 a 


s VEF Papa feos29+ de —— d9, 
I ; cos2 p Mcos2 9 


to imamo 


. EZ EZ 
4 4 


"xx 
! 4 
P=2:22 | osingve+ ido — 47 | a" sin p dp = — 42 a? c0sg 
o o I 


=41a (: =) =212(2—V2). 


SI. 3.14. 


-3.9. Izračunati površine obrtnih površi koje nastaju rotacijom krivih datih 
analitički sa: : " 
a) x=a(t — sin 2), y = a(1 — cost) oko prave y = 2 4; 
b) y = 2x, (luk između presječnih tačaka sa pravom y = 2 x) oko 
prave y = 2 %; —_x 


c) 0" = cos2g oko ose = : 
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Rješenje. 


a) Prema obrascu (5) imamo 
b b ; 
P.=2x(rA, DI 17t0x=22|1; — 2a|V1+y? dx= 


25 25 
=21( Ca Vera 2na (A + cos vid sd = 


2z -1 


H t H 
=sna| 00% sin 2 4 = | 008 — elem — 1622) | 22dz= 
" 2 Ž 2 { ; i 


1 
16502 | 
= a 


3 


32 
= 777 (sl. 3.14). 
-1 


; | KR 
b)  Presječne tačke su (sl. 3.15): O (0,0) i M GE , 1) . Prema (5) imamo 


1 =, = 142+B1(+01_ 2 fOI| 
i VEIE=—=— OV 
Pi=2x (GOVIFFGd= Ja 
o ! 1:21—y=0,f(x)= Vx,f (= | 
Vžx| 


1 ' 1 
To H 
= 27 
| 2% 1+ La (A VIVA EF de. 
0 . VS? 


Kako je 
3 


STEthih 1 = 
PVEFiar= ix +1= 21 = (od= 73 0x+07+6, 


S RE s 1 Cr 
PVeva dia = Vi = shil = f ste obredi = 7 | Che2r dar = 


1 1 + ch4t i ;shk4t 
= = m = GET) -t)HC= 
4 ( 2 :) 8 4 ) 


= 2 hr: hr + 89146 


to imamo 
P= ZLE Sad +vD-2E|- 
VE i na+v?2)). 
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c) Funkcija 0? = a%tcos2 p je definisana za cos2 9 2 0, tj. za 
- rn a 
= PPS PAS 0 E1E 290) 
No, dovoljno je uzeti 
z =) 32 5 
s=|=7+7|94 14): 


Zbog simetrije krive (sl. 1.41.), imamo (prema (5): 


2 l;:p= 7 lix—3=0 r(f,D = 
7 ; 
P;=2 22 (-£ Das PAU ad dt koša NG cos (9 + E) 
a X2 XX AZ 
A a ; 
ds = Ve? + o?dp = ——— do 
i Vcos2 9 
a S 
4 4 
41 fe cos (9 + =) . d 4rxa? f cos( +2)a 
= + -)|——— de = 4ra P+7)de 
J 4)| Jess2 9 M 4e 
4 4 
ba 
a 
-4nasin(p+2)| =4xa. 
MN ba 
4 


za bx —f(C} 


3.10. Izračunati površine obrtnih površi koje nastaju rotacijom krivih datih 


analitički sa: 


1Nx 
a) y = cos — (|x| £ a), oko x ose; 
a 


bi y=acht (|x| £ a), oko y ose; 
. a 


c) xy=1(1£Xx S VŽ); oko x Ose; 
d 9 =2pPx (pp 0,0 £xSa), oko x ose; 
e) 95, = x(3 — x)? (petlje), oko x ose;. 


f) x=a (t — sinz), a = a (1 — cost), (0 Si S 2m), oko: 


1"%. y ose, 2". ose simetrije; 


g) 0" = acos29, oko ose p == 


h) %+ —8x+3yt + 637 + 24 = 0, oko prave I date jednačinom 


3x +4y7—12 = 0. 
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Rezultat. 
a) s(VE FS +En 
b 2x0(1— 1/e); 
1 =, 2+V5 
c) =(Vr=zV$+nx 


n+ sd+ SHE); 


27. —=-_{ 
d) —_2a+)V2a +"); 
e) 3%; 
4 
f) 10. 16102, 2". sn(n— -) a?%; 
g) zna(2—V2); 
48 70 


5 
(primijeniti Guldinovu teoremu. ili obrazac (5)). 


4. izračunavanje zapremine rotacionih tijela 
(kubatura obrtnih tijela) 


Neka je kriva linija data jednačinom y = f(x), pri čemu je funkcija f 
definisana i integrabilna na segmentu {a, 5}. Tada je zapremina obrtnog tijela, 
koje nastaje obrtanjem oko ose Ox (ili ose Oy) ravnog lika S, ograničenog . 
" datom krivom, dijelom ose Ox (za x € {a, b)) i ordinatama tačaka A (a, f (a)) 
i B(6,f(b)) (sl. 4.1), data obrascem 


š 5 Ma 
(1) V,=x {P (x) dx (ili V,=2% J af (X)| dx, ako AB ne siječe Oy). 


Analogno, zapremina tijela nastalog rotacijom oko ose Ox (odnosno oko 
ose Oy) lika ograničenog krivom datom jednačinom x = g (y), sem ose Oy 
i pravama y =ciy = d, (c £ d) data je sa 


d d 
2) V,=x{e(yjdy (odnosno V,=2% { |yg (7) dy). 


Ako je, pak, lik S ograničen krivim linijama datim jednačinama y —. 
= f(x), y=fR(x) (A if, integrabilne na |a, b)) i pravama x = a, x = b, 
onda je zapremina obrtnog tijela koje nastaje obrtanjem lika S oko ose Ox 
(odnosno ose ke data sa 


(3) V,= a I If (x) — fi? Gl de 


(odnosno V, = 2) ix fz (x) — f (A) dx) s 


ako je lik S s jedne strane ose Ox (odnosno 0Oy) (sl. 4; "e 
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Ako je lik S ograničen krivom datom jednačinom y = f(x), pravom I, 

i normalama povučenim kroz tačke A(a,f(a)) i B(b,f(b)) na pravu 1 datu 

jednačinom Ax + By + C = 0, onda je zapremina obrtnog tijela, koje nastaje 

G (Paga 

obrtanjem lika S oko prave I, (tako da svaka normala date prave siječe luk AB 
u najviše dvije tačke), data sa 


b 


NGC 1. dx, zaa ft 
|cos a| 2 

(4) Ve} ', 
(z ("GDd; zaa=—, 


a 


gdje je r(f,/) rastojanje proizvoljne tačke M (x,f (x)) od date prave /, tj- 


14x + By + Cl 
VA+B. 


r(f,1) = ,a= 3 (0x,), (sl. 4.3). 


SL. 4.1. SL. 4.2. 


Neka je luk AB dat sistemom jednačina 


x=x(t), y=y(), (a £tx£). 


Tada, umjesto formule (1), imamo 


g 
(5) V, =x {(y(C£) |x" (O) dz, 


g 
(odnosno V,=22 { |x (2) y ) x' (DI dr) I 


Zapremina obrtnog tijela koje nas- 
taje obrtanjem oko polarne ose lika 
datog nejednačinama O Sa Sp =f£STN, 
0 ZeoSe(g), (e ig — polarne koor- 
dinate), data je sa . 


8 
(6) V= i | o" (g) sin 9 de. 
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Prethodna formula je podesna pri izračunavanju zapremine obrtnih: tijela 
. koja nastaju obrtanjem oko polarne ose lika ograničenog nekom zatvorenom 
krivom (simetričnom u odnosu na polarnu osu). 

' Kako su koordinate težišta lika, omeđenog krivom. datom Jilečinomi 


v=f (x) (f neprekidna na {a, b)), x-osom i pravama čije su jednačine x = a 
4 x = b, date sa 


; b= 
b Zalik 1=( 
{=f()dx | (x) dx 
it ———; WAR, 
(MOGU {F() dx 


to imamo 


6 
2x|,1 P =x { P(x) dx = V,.- 


Dakle, zapremina obrinog tijela koje nastaje rotacijom ravninskog lika oko 
neke ose koja leži u ravni lika (s jedne strane), jednaka je proizvodu površine 
zog lika i dužine kružnice koju opisuje težište lika (tzv. Guldinov teorem). 


"Zadaci (441—4.5)—— 
44. Izračunati zapreminu obrtnog tijela koje nastaje obrtanjem lika ogra- 
ničenog krivim datim analitički sa: 
a) _y = Vx, y=0, x = 1, x = 2, oko: 1". ose Ox, 2". ose Oy; 
b) y = Va, y= 0, |x| = 1, oko: 1". ose Ox, 2". ose 0Oy; 
2) y =xX%—4,y—0, x = — 1, x.= 2, oko: 1% ose Ox, 2"... ose Oy; 
d) y= 2x— x?,y = 0, oko: 1". ose Ox, 2". ose 07, 3". prave: x = 1; 
e) y = sin x, y = tOga; x=0, x = x, oko: 1". ose Ox, 2". ose 0y; 
f) y = e7Pl, y = 0, oko: 1". ose Ox, 2". ose Oy; 
g) 2 +29y = 5, oko ose O0x; 


h) x = = ; (x između apscise srednje prevojne tačke i Xmax), 
; "CI 3 
" oko ose 0y; 
SAP == 
i) =—alin EVO PSA 7), 6201 oko ose Ox; 


pp ka 16— 32 =", (Ib Z 1) oko ose 0x; 
k) xx —2x+y?+27 = 0 oko ose 0y. 
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Rješenje. 


2) 


b) 


c) 


d 


Funkcija y = V/x" je neprekidna na (1,21 (tim prije je i integrabilna) pa imamo 
6 I 2 
1". Vasa dk=n(idr=n 
a 1 I 


Zi) zx ČEGA) 15 
(== —-1)= —2Z. 
41. 4 ! 4 —- 


6 2 

x12 2 4x 
2". Vaza (SE dx= 2a (xVRdr=245 | = gon d. 
a 1 


IxH = 13 (xk =—1V x= 1) pa imamo, zbog simetrije (81. 4.453: 


1 1 
73|1 6 
1". V,= Tr frecgar= 2 (Vasa 2a | =—N; 
731|o- 7 
-1 ne 
' ; : 8/3 | 1 
. j 35 
2". Vjste| HOtSTE| MSS NEJ 
o 


S1. 4.4. SI. 4.5. 


2 2 
u xx" x 2. 153 
1". V,=2 frWax=n fer d=a| 82 + 162) Sat 
-1 =-1 
ća 2 2 


2"; Vy= 22 |Ixf(X)ldx=22 {|x — Ad = 22 |xA—x)dr= 
= 9 (u o 


J 2 7 
2n|2x"— -x'| =82 (SL. 4,5), 
4 lo 


2 2 
' 4 1 | 16% 
1". Ve=nf|Pd=a|Oz id =n| amat+ | 
o o š 
= Ć 2 4,2 8 6 
22; V=2nf|xfE)d=21 |(sax—x)dr= 22 |n | ==. 
H i ; 3 4303 


3". Izvršimo translaciju koordinatnog sistema Oxy (u 0,xm):x = xx + 1, 


3Y=xy. U novom sistemu 0O;x;9, jednačina y = 2 x — x? posmatrane krive ima oblik: 


n=2(a+H1—_ CH) =1— xx, 
171 


pa imamo (sl. 4.6): 
1 1 


u ? x? xy rx 
V;= Va, = 2x| ()dxa = 22 | a (1—x") dx =23 = i | 
(u (u 


CNapomenimo da se može zadatak riješiti i primjenom (4).) 


x 
me A \{S(x)=sinx 
f,{(x) =COSX 


SI. 4.7. 


.. 2. ze PJII T 
e) 1". U ovom slučaju možemo primijeniti obrazac (3) samo na segmentu (o, = 


No, sa slike 4.7. vidimo da vrijedi 


7{2 az x 
V,= rx | RO (9 dx Ha | fG)dxr + | UA) — fe (dx= 
o nj2 32/4 
zjA 12 bg 
=1{( f (cos? x — sin" x) dx + { (sin? x — cost x) dx + f sin" x dx + 
ZEN =/4 z{2 
zx z/4 xf2 
+ { (costx— sintx) dx} = {| cos2xdx + { _ cos2x) dx + 
31/4 (U PJČE 
37/4 x 
1 — cos2x ba 
+ |1— 7 +4+ I cos2xdx = 7 (6 + 7). 
=f2 311f4 
= za 
2. Vy=2n J xLfa X) — fi (A)! dx = 2x1{ x (cos x — sin x) dx d- 
0 (U 


Ax 


+ f len = og x) dalje -+- =2(2+42). 


nJA 
; db b 
s = e2t4b 
9) 1. V,= lim n(f(x)dx= 21 lim { e-"dx—=22 lim | ="; 
a4—-a b+ 5++0o 1 — 240 
bo a a 
= a "= 
2. V,= lim 21 (xf(x)dx = 22 lim {| xe "dx= 
4++% 0 a++00) 


ze lim 1 se ef = ze | im (Ž+ 2) = 1|=2a 61 49) 


a27+0 az4o \€_—=— E 


172 


— xx? — x2 
g X%+2y=5597= 3Vz=Tr fa =2x { = 
VS 9 
vs 
XIV5_ 105 
= sate. = je = T. 
KG 2dx=2|52 3 1 3 
o 
ZE —_ yt 2y)— 67 : ; 
4) Kako je xn IM, zx ,xX =0 za y=+1, x' (—1)=150, 


(1 a+) = (1 + 7233 
HAS 150, %x 0 za = 064 E 4/3, to zaključujemo da funkcija ima mak- 


simum Xmax = x (1) = a i da njen grafik ima srednju prevojnu tačku O (0, 0) (sl. 4.9). 
2 
Zato imamo 


d 
Ž 9? I = 
V=n{20o)dy Sela po um u. (zx — 2). 
€ (u 


SI. 4.8. 


; pa imamo 


3— yt I dx CJESIPIC 
AN dale FVEES slijedi dx_ k Vat y' 
, 3 Y 3 
(sl. 3.12). j 


V,= im ef PG)asa2 im lim (rodnim | rioe 


io a 
A 2 2 2 a Ž, 
I = 2mlim (OVE 47 = _ŽZuim(Va = 791 = am, 
" 50 KA" 3 20 go 3 


tj. zapremina tijela koje ograničava tzv. pseud OJETA jednaka je polovini zapremine kugle 
poluprečnika a. - 


j) | Budući da se krug (x — a)? + 6 = be £ 1? (|b| S r) nalazi sa jedne strane ose 
rotacije i u istoj ravni kao i osa, to možemo primijeniti Guldinovu teoremu; 


V, = 271 P = 22)b| ra = 2 (brt. 
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U to se možemo uvjeriti i direktnim izračunavanjem: 


x%+(y— at=N"a(y=bu Ve ka A y= 


a+r 
-b+VeeG= a aV.=n |fe() ff dx= 
ar 
a+r a+r 
————————— x—a\? " 
=n (ove — a"|dx= satire {fi -( - ) dx= 
ar ar I 
- zj2 
=|2ž 2 sint| -20iva (+ 222 2 
— 5$ 


k) = Riješiti samostalno. 
4.2. Izračunati zapreminu obrtnog tijela koje nastaje obrtanjem lika: 
a) S={(x,y):x1 £y% £Zx} oko prave ;x—y = 0; 
b) S={(x,y):Ix = alt — sin} A 10 £y Sa(l — cos e)) A 
A (0 £r£S2m%)} oko prave :y— 2 4; 
c) S={(x,y):(% + yt—2 ax) £48(X% + y))} oko prave y = 0. 


a) Prema obrascu (4) imamo (x% =x5x=0Vx= Di: 


. x 1 
1 a=7? SAZ 
Vi=n (ri ! dx = = 
H Icosa| n= SO zov2|( =) 
r(f,D) = — = 
V2 V2 V2 {| 
1 n 241 M2 
axvV2 _ AV2 rx x x x 
= — _ 2 = —_— — —_— = 
Je Vajda 2 (3 25 =), 60 
mi 4-0 19 — 2a) 
= UV, y— Za 
bb) Vi=n | nl = 5D= ——|= 
H ' {ra mat cosa = 1 "GO VI 
2az 25 
=x J O— 2aždx=a (by 2aPx (dt = 
0 o 
25 . u 25 
ex, fa + costal—cosgdi= na | sit (1 + cost) dr = am. 
o HM o 
c) Vas zje sin p do = = 7 (aga + cos g)) sin p dp = 
1 3 


=. $2 8 (co cost eh dosli Šta 
= 3 — e|cosp+ — cost + cost 9 4 ?1o 3 U 
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4.3. Izračunati zapreminu obrtnog tijela koje nastaje obrtanjem lika ogra— 
ničenog krivim datim analitički sa: 


a) y=2 px, y = R, x = h (pp, R,h = 0), oko ose 0}; 
bi y=achŽ, y= 0, |x| = a, oko ose 0x; 


0) x=a(r— sind), y = a(l — cost) (0 St £2m), y = 0, okoz 
1". ose Ox, 2". ose 0y, 3". prave x = a%; I 

d) y = x%2, 9? = x, oko ose Ox; 

e) 44% — y= 2, x=b, (b£a= 0) GE ose Ox; 

f) x23 + 97% = By; oko ose Oy; 


g) y= , 37 = 0, oko ose 0x; 


I-px 
h) y =e Vsinx (x £ 0), y = 0, oko ose Ox; 
i) (o2% + 92)2 = a? (2 — 92), oko prave y = %; 


)) P = no', p = %, oko polarne ose. 


Rezultat. 


nR2h 
a) 


3), b) 2x(1 + sh1ch1); 


1 
O PP. 5 ma", 2". 6 80), 3". ,7205x5 16); 


d) 03% e) Z(a-b6—ab— 2); 
f) a, : g) 7) 

h) a 1 i) i. 

) oj 


I ' 2 
4,4. Dat je lik S = (o y): 6) KXS 1). Izračunati površinu i zap— 
reminu tijela koje nastaje obrtanjem datog lika S oko prave y = — 2. 
Rezultat. 


P=sx{2+V2+n(1+V2)h, V= a 
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4.5. 
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Data je funkcija f(x) = — 


a) 
b) 
c) 


A) 


xX4HA 


(U _ 
ya pr USD 


Nacrtati grafik date funkcije. 

Izdvojiti krivu koja sa svojom asimptotom zatvara konačnu površinu. 
Odrediti 2 tako da je kriva, data jednačinom y = 22%? + 1, geo- 
metrijsko mjesto tačaka čije su ordinate minimumi date funkcije. 
Za određeno 4. pod c), odrediti zapreminu i površinu obrtnog tijela 
koje nastaje rotacijom oko ose Oy lika ograničenog dijelom grafika 
date funkcije, geometrijskim mjestom tačaka čije su ordinate mini- 


mumi date funkcije i geometrijskim mjestom tačaka čije su ordinate 
maksimumi date funkcije. 


: INTEGRALNI RAČUN FUNKCIJA 
DVIJU I VIŠE PROMJENLJIVIH 


III glava 


VIŠESTRUKI INTEGRALI 


1. Dvostruki integral 


Neka je D zatvorena i ograničena oblast u ravnini čiji je rub parcijalno 
glatka kriva C. Označimo sa P površinu oblasti D. 
D 
k23 


Neka je (r) jedna podjela oblasti D na zatvorene oblasti D,, D;, ma 
čiji su rubovi parcijalno glatke zatvorene krive Cy, C2, ...; CG, pri čemu 
bilo koje dvije oblasti D;, D; (i £ j) mogu imati zajedničke samo rubne tačke, 

Označimo sa AD; (i = 1,2, ...,n), odnosno sa P; (i = 1,2, .. 1) 
površine oblasti D; (i = 1, 2,.. ., 1). Za podjelu (r) oblasti D imamo: 


n" n n 
D = U Deo P= Ž AD; = 2,Pe 
{=1 i=1 
Neka je f(x, y) ograničena funkcija na oblasti D i neka je (r) jedna po- 


djela oblasti D, gdje su (x,y) koordinate uzete u pravouglom Dekartovom 
koordinatnom sistemu. 


Neka su m;, odnosno M; (f = 1, 2, .... ., n), donje, odnosno gornje međe 
funkcije f(x,y) na D; G = 1,2,...,n). Tada su 
SG) = S myP; 
i=1 
donja, a 


i=1 


gornja. Darbouxova suma funkcije f (x, y) na oblasti D za.podjelu (Tr)... 
Ako je f(x,y) ograničena na oblasti D, tada se suma 


—s9= Sf(ComP; 
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naziva integralna suma funkcije f(x, y) na oblasti D za izabranu podjelu (r) 
i proizvoljno izabrane tačke T;(č;,1;) € D;(i = 1, 2,+-.,1). 

Kazat ćemo da je funkcija f(x,y) integrabilna Ha oblasti D ako postoji 
realan broj 7 takav da se za svako a = 0 može naći 0 = 0 (2) = 0 sa osobinom 
da za svaku podjelu (r) oblasti D i za svaki izbor tačaka T;(£;,n;) €E D; važi 


max diam (D;) X£ 8 I1—SfCć,n)?P| £E€. 
i=1 


i=1,2,. 


Ako je f(x, y) integrabilna na oblasti D, tada pišemo 
I= lim EZ P, = JTAOOAE = {{f(x,y) dx dy. 
D 


maediu die (D)——0(n— + XV) 


Ovaj frrešeai naziva se dvojnim integralom funkcije f (x, y) na oblasti D. 


Ako je funkcija f(x,y) ograničena na oblasti D, tada za svaku podjelu 
(T) oblasti D i svako T;(£;,n;) E D, vrijedi 


= Ž m,P;, £ S/E,N) AD; £ s M;P; = MP. 


i=1 i=1 i=1 


Ako je f (x,y) ograničena funkcija na oblasti D, tada postoji granična 
vrijednost donjih i granična vrijednost gornjih Darbouxovih suma, tj. 


; 1= lim S mP, I= lim 5M%?P, 


n+4+C i=1 neto; 


me diam (D)+0(n—++ 0). 


i=1,2,++ +; 


Granična vrijednost I je donji, a je gornji integral funkcije f(x, y} 
na oblasti D, što pišemo: 


= TJENEM 1= TI) dx dy. 


Da bi funkcija f(x,y) bila integrabilna na oblasti D, ER je i do- 
voljno da je { = 1. ; 


Ako je f(x,y) = 1 na D, tada je Tad = 2. 


Klase integrabilnih funkcija : 
(1). Svaka neprekidna funkcija f(x, y) na zatvorenoj oblasti D je inte- 
grabilna. 


(2). Ako je funkcija J (x; y) ograničena na oblasti D i ima prekid na 
konačno mnogo krivih čija je površina 0, tada je ona integrabilna na datoj 
oblasti. 
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Za 


Neka je f(x,y) neprekidna i nenegativna funkcija na oblasti D ravni 
Oxy. Volumen tijela koje je ograničeno s donje strane oblašću D, sa gornje 
strane dijelom površi z = f(x,y), a sa bočne strane dijelovima pravih para- 
lelnih z-osi i prolaze kroz rubne tačke oblasti D, definira se graničnom 
vrijednošću STM 


V= lim ZmP;= = Jim ZMPB= = lim Z/6MAD, = 


n++4C {= 


(= sur KEN n—+ Ka UU ouagi 


pr POPUNI 


Osnovne jšobine dvojnog integrala 


(1). Ako je f(x, y) integrabilna na oblasti D, tada je i "funkcija AM (x,y) 
(A E R) integrabilna i vrijedi 


TJ (x,y) dx dy = 4 TJ FC) dx dy. 
D 
(2). Ako su f(x,y), g (x,y) Seeoktita funkcije na oblasti D, tada je i i 
funkcija Mf (x,y) + Ug G y) (A, u € R) integrabilna i vrijedi ; 
J Of (x,y) + ug (x,y) dxdy = A {{ f(x,y) dx dy + 
Đ 


ZA Gojer 


(3). Kana su D' i D" zatvorene oblasti na koje je Saatjeljeki oblast D, 
gdje su rubovi oblasti D' i D" parcijalno glatka zatvorena kriva C' odnosno 
C". Tada, za svaku funkciju f(x,y) koja je integrabilna na D, važi 


o goal y)dxdy. 


(4). Ako je funkcija f = y) integrabilna na D, i ako je f će) 92 
(f(x,y) £ 0) na D, tada je 
f{ f(x,y) dxdy 2 O (TEAM 50); 
D 
65). Neka je f(x,y) 20 d (x,y) £0) na oblasti D. Ako je funkcija 
f(x,y) neprekidna na D, pa ako je bar u jednoj tački iz oblasti D f (x,y) S 0 
(f(x,y) £ 0), onda je 
U o iedi (IF (9) dx dy £0). 
(6). NA suf (x,y)ig (x, Re integrabilne funkcije na D. Akojef (x,y) 2 
2 g(x,7) (f(x,y) =g(x,y)) na D, tada je 


KASNOM {eo dedo (((1 (55) dd = 


£S(|{|e(x,y)dxdy).. 
D 
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:(7); Neka je f(x,y) 28 (x,y) (f(x,y) £g (x,y) na oblasti D. Ako su 
fankcije f(x,y), g (x,y) neprekidne na D, pa ako je. bar u: JAANO) tački iz D 
d Co) PJIGEJO (5,9) £E (57)), onda je. 


UJEDNO ME {sto drdy (({ fo) dd = 
"z {a (59) 4549). 


(8). Ako je f (x,y) integrabilna na oblasti D, tada j jes If (x, y)| integra- 
bilna na D i vrijedi 


I (({f Gy) dxdy| =I{I If (5,9) dx dy. 
D D 


Teorema o srednjoj vrijednosti: 


) 09). Ako je funkcija f(x,y) neprekidna na oblasti D,.a g = y) ee 
bilna i ne mijenja predznak u toj oblasti, tada j je, F 


NJENE (x; y) dx dy ZU TPREVEG 


gdje je u broj koji se nalazi između donje i gornje međe funkcije. f (x,y) na 
! oblasti D. 


ofako je g (x,y) = 1, tada je 


NA y)dxdy = u: P(= (5 ij 'P, , TEME D. 
a). Neka je funkcija f(x,y) eget na oblasti D= = {(x, y)/ 
la.XZx Sb,cSy Sd}, tj. postoji dvimi integral. ove funkcije na D. Ako 
za. svako x € {a, b| postoji integral I f CG U ze tada postoji. dvostruki 


e 


integral I dx {f(55)dy i vrijedi jednakost. 


b d 
PATE ENG OG 


--Ova .jednakost pokazuje da se': stettuoje "onog integrala svodi na 
uzastopno računanje dvaju jednostrukih. 0-0 


Analogho; uz Odgovarajuće uslove vrijedi jednakost 


d 
{ dy (f(n) dx= ({f Gy) drdy. S 
e a D 
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(11). Neka je funkcija f(x,y) integrabilna na oblasti D = t(x, y)/ 
la £x £b, (xx) £y £yz(x)}, pri čemu su krive 7, (x) = 3, y = Yz(x) 
po dijelovima glatke. Ako uz date uvjete postoji iteerit SURE 


MON 9,0) 
IX) = {| J 5) dy We €. la, 5), 
3,x) 
tada postoji 
6 
{ I (x) dx 
- i vrijedi jednakost" 
4: .- 3) : 
(P{9 dd — (A {| /6y,d. u 
a 0 Zi 
Analogno, uz odgovarajuće uvjete, vrijedi 
ad 9 U I 
Mića (dy. f(x,y) dx.. = 
€ xx) 


(12). Neka su na zatvorenoj oblasti D, čiji je rub po. dijelovimia (glatka 
kriva, definirane neprekidne funkcije: . 


(") u=u(x,y), v=v(5)y). I I S ; u 


Očigledno; time je dato preslikavanje oblasti D ravnine o na "neki 
podskup D' ravnine\O'uv. Uzmimo da je to preslikavanje obostrano jedno- 
značno, tj. da postoje jedinstvene funkcije 


X) x = X(4,V),y=3MDD 
definirane na D" takve daj je : 
(AK) xx (U (5,9), V (2, 9)), VE Y MC (x, 7), V (%, y)) GL( a y): = "D. 
Ako funkcije (') i če) imaju neprekidne parcijalne izvode (prvog Ku 
tada na osnovu. CX) veza između Jakobiana tih funkcija glasi 
D(59), DC) = 
D(u,v) D(x,y) 


tj. 
IG D(x,y) 
D(u,v) 


Ako je funkcija f (x, 7) neprekidna: na a oblasti. D, tada na osnovu učitijenih 
pretpostavki vrijedi SRC 


{{rentet- {150+933059) EST m 


A O(OL(u,v)E D). SR 


IG "= po spremno) j oblasti" 


srrt 


glatka kriva C. Uzmimo da j je funkcija f sh i) neograničena u Se okolini 
tačke T €E D. Neka je G oblast koja. se sadrži u D i sadrži tačku T. Neka je 
G,2G okolina tačke T(G,C D) čiji je rub po dijelovima glatka kriva C.. 
Pretpostavimo da postoji svojstveni integral 


I(G) = ({f(x,y) dx dy. 
DVG=— 
Označimo sa d = diam (G\). 
Ako postoji konačna granična vrijednost 
1). T (Ga) = lim (Gy) — lim { (f(63) dx dy, 


D\G, 
tada pišemo 


SU ZLLa SU jeojaća 


i kažemo da nesvojstveni tntegral ; { J (5 7) dx dy konvergira. 


Ako lim I (G,) ne postoji ko je TE (= = onda kažemo da integral 
Alenia da " i 


Tačka T je singularna tačka. 


.. Ova definicija se proširuje i na slučaj kad u oblasti. D postoje dvije ili 
više singularnih tačaka. 


Nesvojstveni integral po as KG oblasti 


Neka je D neograničena oblast ravnine Oxy i neka je na D data neka 
funkcija f(x,y) (ne mora biti ograničena) koja je integrabilna u običnom 
smislu na svakoj ograničenoj zatvorenoj oblasti GC D, pri čemu je rub 
C od G po dijelovima glatka zatvorena kriva koja u svojoj unutrašnjosti sadrži 
koordinatni početak. Oblast D je takva da je:presjek od D i zatvorene oblasti 
koju određuje C, također zatvorena oblast. Označimo sa.r najveće odstojanje 
tačaka krive C od koordinatnog početka. Oblasti GC D, odnosno krive C 
odabiramo tako da kad r + + o0 kriva C obuhvaća sve veći dio oblasti D, 
pri tome 17, = 11 2G2 D G.. 


Pretpostavimo da postoji integral 
AJ T(G)= NAD dx dy. 


= Ako postoji KR vrijednost (1) kad r— + 90, tada pišemo. 
(2) NUGE dx dy = um NIKO y) dx dy 


i kažemo da nesvojstveni integral; T T "f(x; ;)) dx dy konvergira. ' 
PA HM 
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Sa dje 


Ako lim I (G) ne postoji ili je + co (— o), kažemo da integral divergira. 


+ 
Uz uslove kao i kod dvostrukog svojstvenog integrala, postoji mogućnost 
uvođenja zamjene promjenljivih, tj. x = x(u,Vv), y = y (4, v); "odnosno 
u = u (x,y), vu =v(x,y). Za nesvojstvene integrale (2) i (2)'" važi 


D PI y): 
u u; V) 


I, dx dy = || eter (1 v))| ZD au iu do. 


Zadaci (1.1—1.74) 
- 1,1. Izračunati po definiciji { = U xy dx dy, gdjeje D={(x,y)0 £x SA, 
D 


O £y£b}. 


Rješenje. ; 
Funkcija f(x,y) = xy neprekidna je na oblasti D, pa zato I postoji. Podijelimo 
: 4 biše 
oblast D pravcima x = z" G=0,1,2,...,k) i y = 71 (= 0, 1,25++ 52) na kx1I 
pravougaonika. o 


a b I! 
U tački Hm (6-1, 7G- 1)} pravougaonika čija su tjemena 
7 % 


(6-26-00), (25 ŽG-n), (ti 7'). (£6- 0,7) 


b 


' i ad u 
vrijednost funkcije xy je 7$%-D T G — 1). Kako je x; — xi-1 = Ž YET 


a J postoji, imamo po definiciji, 


ke +GC 
1-++o i=1j=1 


{| xn axdy = lim IT UETE XD Oj — 7) = 
D 


-,im;5 5426-0} Gli _ = Ž6-DX0=9- 


bo =1j= zle je1 
822 (k— 1)}k (1 — 1) ab 
k--+co k?2 Ž A = 4 % 
iy+o 


pri čemu max diam (tx;-15 %}) X (9;-14 9; 2 0. 
Je12, LI 


1.2. Izračunati po definiciji 7 = I I ey dxdy, gdje je 
D , . 
D = {(x,9y,) £xS£1, 15753}. 
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Rješenje. I ! 
Funkcija f = y) = €7y neprekidna je Ina datoj oblasti D, pa je i Mtegrik ija na 
toj. oblasti. Podijelimo oblast D pravcima x = — (= 0,1,2,..-,2), y= 1 uree _ Zoij = 
= 0,1,2,...,2) na k Xx ! pravougaonika. 
U tački (o 1 + 7) pravougaonika sa tjemenima 
(5140), (b 23) MU 
(CE = 1,2,...,k,j = 1,2,...,1) 
vrijednost funkcije I 


A d = 
e7y je e +(1 + Sh 
Po definiciji dvojnog integrala imamo 
IT i 5 
m k J 
= lim S S 2" (1+) (— xD) 
I++o k=l1j=1 
max diam (xi-1; xi) X 17;-uy;)) + 0 


i=1,2, 
j=12...80 


PE sud I+1 
=2 lim g+" T—(+2—) = 16-D. 
k,l==+c kl Ž 2 
e"—1 


1. 3. Izračunaj po definiciji 


{peu 


D={x,y1£=xK2,15y£52). 


gdje je 


1.4.  Ocijeniti vrijednost dvojnog integrala 


={| dxdy.. 
PE ERI JO JET 1" 
D 
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gdje je ) 
D={(x,,)\ £x£m O £y£Km). 
Rješenje. 
Funkcija 
FC.) cost x + sinty +1 


je neprekidna na oblasti D, pa je integrabilna na D. 
Iz š " 


0 £ costx + sinty £2 
slijedi ; 
1 £ costx + simđy + 153, 
a odavde 
1 1 A 
3 ostx + siny 11 tr 
Otuda iz (7) slijedi 


- dx dy 
= rranri LA, 
"cost x + sinty + 1. x + sinty + 1 


1.5. (a). Pomoću teorema o srednjoj vrijednosti ocijeniti integral 
I= {{ sinxsiny e" y dx dy, 
D 


gdje je I m 
D={(x,y)|0O £SxS1,0SKy£K2m}. 


Rješenje. . 
Funkcija J (Ca y) = sin x sin y neprekidna je na oblasti D, a g(x,y) = ey integ_— 
rabilna je i ne mijenja predznak na oblasti D. Zbog toga je . 
{I sin x siny " €%y dx dy = pu {{ ev dxdy, MLPKLM, 
D D 
m donja, M gornja međa funkcije f(x, y)) na D. 
Postupkom za računanje ekstremuma funkcije dvije promjenljive pokazuje se da. 
ax 3% 
funkcija sin xsin y u tački G. -)} ima minimum čija je vrijednost. —1, a u tački (;. =) 
ima maksimum čija je vrijednost 1. Prema tome imamo —1 X = £x1. 
Kako je (zadatak 1.2. Gl. IIT) 


U) e'y dxdy = 252 (08% — 1), 
D 


to je I 
2921 — 2) ={{ sin x sin y = 677 dx dy £ 272 (67 — 1). 
Đ 
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1,5, (b). Na osnovu teorema o srednjoj vrijednosti procijeniti integral 
f{e"" a C—x—y)dxdy, 
D 


gdje je D trokut ograničen pravcima: x = 0, y = 0, x by = 4. i 


Rješenje. 


Neka je fy) = xy 2 x—9) i g(%,3)=e7—. Pošto je f(x, y) nepre- 

kidna funkcija na D, a g(x, y) integrabilna i pozitivna, 
to su ispunjeni svi uslovi teorema o srednjoj vri- 
jednosti. 


: Odredimo najmanju i najveću vrijednost funkcije 
f(x,y) na oblasti D. 


Iz 
of 
—=25—2%—-X3=0 
0x I 
! of E 
! —-=2%x—2xy_-xX=0 
SL. 1.1. 27 y 


slijedi: 


2 2 
x=0,5=%x=7:3=7 x=2,y)=0;x=0,y=2. 


of d'f ot 


— = — 297, — =2—-2x—2 =-2 
2 295 7507 SS. a 
dxf Of df \t = = 
U tački T;, (0, 0) je 4 (za) =—4(x0), pa funkcija f(x,y) u ovoj 


tački nema ekstremuma. Jsto tako u 1 tačkama T,(2,0) i T, (0, 2) funkcija f (x,y) nema 
ekstremuma. 


2 21, PO (ON am 
U tački T,(—; size dx? dy) -(2)-4$0 Od (=0), pa funk- 


2 2 8 
cija f (x,y) u ovoj tački ima maksimum f (s =) = —. Naduži 04 i duži OB funkcija 


3" 3 27" 
f(x,y) je identički jednaka nula. 


Ispitat ćemo funkciju f(x,y) na duži AB. Zato ćemo ispitati funkciju na 
=f(x,4—x=2x(x— 4). 


P ja dt dode tisa aa ; 
AG) =4(= 0). 


Prema tome, funkcija GE ia minimum za x = 2, PC) = — 8. Prema tome, u 
aački T (2,2) imamo f(2, 2) = 


8 
Otuda je 8 = f(x,y) £ 72 svako (x,y) € D. 


4 4-x 


{sto nazad = | f 0+9Axdy=1— 2, 
D 0 0 
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Pošto je 


{ {exe —x—9) ddy=n{ |e7dxdy 
P D 


to je 


8 
8(5e—% -n| (erat x—3)drdyx ZA— 50. 
D 


1.6. Ispitati da li postoji granična vrijednost 
Fer al. | dd, D = {o + SO) 


e270 102 


1.7. Izračunati integrale: 


1; INI (x + y?) dx dy, D = {(x,7)/0 £x£K2,1 Sy£S3}; 
D 


2". IE (x + y) dx dy, D=(5N0£x £sZ, 05575); 


lo. ,D ={6642 £x£3,155544). 


x+y) 
Rješenja. A 
2 3 
{ Te 15) dxrdy = {dx {| 6 +9y945. 
D 0 1 
"= , 
3 t 
Kod izračunavanja integrala { (x + y?) dy uzima se da 7) TG 
H 
je x konstanta, tj. SI. 1.da. 


Ž 3+3 
fe+3)%4 (s + | =2x+ 


Otuda je 
26 64 
ffe +y)dxdy = f(2x+)4x= ad 
3 3 
D (u 3 U 
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xj2 nj2 
2" NJESC +y)dxdy = f 4 sin(x + y)dx = 


D 0 0 
rj2 zj2 
mj2 "= 
== II (cos (x+ 91, dy= f (cosy — COS (7 + =)) dy = 
% (U 
nj2 
= f (cosy + siny) dy = 2. 
" 


5 . i 
"0. Rezultat, —. i 
3 26 68 : 


1.8. Izračunati volumen tijela ograničenog ravninama: x—=1, y=1, 
x=3, y=5, 2=0 i ravninnm x+y+2z—10— 0. 


Rješenje. 
V= ( (zdxdy= { ( 40— x—y)dxdy = 
"'D D 


5 


3 
= |dx{ 10 —x—9y)dy = 40. 
1 1 


SIL. 1.2. ' 


1.9. Izračunati volumen tijela ograničenog ravninama: x— 1, y= 1, 
x=3, y= 5, i ravninama 2x+2z—4=.0, 2z=0. 
Uputstvo. 


Oblast D podijeliti na oblasti D, i D,, tako da je na D, funkcija z = 4 — 2 x pozitiv-. 
na, a na D, negativna. ; 


1.10. Izračunati volumen tijela ograničenog ravninama: x = — 4, x = 4, j 
253, 2z=—3, y= 0 i paraboloidom y = + + 22 + 1. H 
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Rješenje. 


Zbog simetričnosti, dovoljno je izračunati 
volumen tijela ograničenog ravninama: 


x=0,y=0,2=0,x=4,2z=3 


i površi . 
y3=%+2+1, 
tj. x=4 S" 
=zx"+. CI 
Vn=|{C+2+1dxdz, KOE 
Di 
Pa je y. 
V=4V,. SL, 143: 
4 3 
V= ZN Dal sa ge LOG sjedi 
Di; 


1.11. Izračunati volumen tijela ograničenog ravninama: x—=0, y = 0, 


Si ramninom CE led 
: a b c 


1.12. Izračunati integrale: 


19. Sue A ,D={(053)0 5151, 055 £V3); 


—xdxdy_— ' 


1.13.  Izračunati 


x2 . 
={({ dx dy, 
a +y 

D 


D= {(x,y)/0 £xSZa, 0 5yS%SXx}. 


Rješenje. 
Prvi način: 
a x 
xdy 
II dx dy = dz { = 
x1+ 2 x1+1y 
00 
a a 
x za attr 
= { |(sarcte 2 | dx = S (rd 52, 
0 4 8 
0 (1) 
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Drugi način: 
a 


a 
x? T x, 
11=xy2+- (o) 
x2+y% - x2+y? 
D' 0 7 


a a 
2 2 WE. - 2 
( = dx= |? +; U dx |aux- | 2— + 
x +y? x2 + y? M 


y y 


: "%x72. a mn 

= a—9)— |sarote_| = (a—y)— yacte—+—yC. 

45 y 4 
a a 
Ce) {s x? d EZ ' 4 
— dx= — + — a — arc tg — dy; 

Zip 7, teC IE =7Vd 

o 3 a o 


a a 
| sarcts  dy= (u =5, do = arc tg — dy) = 
+? SA 


a 


a a a - a a ; 
= |starcte —+ Šsno+a)| = fo rete dy— — fn e+5 4 
3 275V; o - 3 2 H 


a 


a ; 
a aa athnC?a) a ; 
kk — dy ra 2 2 ; 
Ć ) | sans y s Ži {no ua 
0 
a 
dy = dv 
In (y2 2) dy = |= 
! G? + a) dy a 


=LhO?+ 29} 212 = djE 


y72+at 


a 
ae 


a? y 
an2a)—2a+ 2{ 7 bosnCa)—24+ 2a |arctg 2; 
(u 
a 


xx) fn6+ a) dy = an (2 a) —2a + = 
(U 


Iz jednakosti (+), (+%), (%,%) slijedi 
aa a " 
2 
Tw | = = 
%x% +y) 8 
07 
Prema tome je 
a 
x2dy o. - x2dx 
{= 25 je (sj će 
x%+y %+y 
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1.14. Izračunati površinu oblasti 


D={,yO Krka O £y£KX}. 


Rješenje. 


a x a 


{Je ty— || (vijam |s4= 2, 
D (u (u (a 0 


1.145. Izračunati volumen tijela ograničenog ravninama: x = 0, y—= 0," 
2 


Z=0, y =xi površi čija je jednačina —z= 0. 
x2 + y% 
Rezultat. 
per 


1.16.  Odrediti granice integracije za integral I f(x, y) dx dy ako je oblast: 
. D 
D trougao s vrhovima: O (0, 0), A (2, 2), B (2, 4), pri čemu je f (x, y) nepre- 
kidna funkcija na D. 
Rješenje. 
Oblast D omeđena je pravcima x = 2, y = X, y = 2x. Zbog toga, granice integ— 
racije u poretku f dx f f(x,y) dy su 
22% 
Pf Gy drdy = | dx | FO) dy Gl. 15.) 
D o x : 


SI. 1.5. SL. 1.6. 
Za promjenu redoslijeda integracije moramo izraziti x eksplicitno pomoću y. 


Izy = x slijedi x = y, a iz y = 2 x slijedi x = Ž: Pošto je oblast D s desne strane 


omeđena pravcima y = x, x = 2, pri promjeni redoslijeda integracije moramo je dijeliti na. 
oblasti D' i D" (sl. 1.6). " 
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Za odabrani redoslijed imamo 


{{ {6,9 dxdy = {{f6,y)dxdy + {{ f(x,y) dxdy = 
D D' 


z) 
2 3 4 2 

= (dy | /6533d4x+ | dy (f(X,9) dx. 
(i 312 


2 2 


'1.17. Odrediti granice integracije u integralu {I f(x,y) dxdy ako je D 
D 
"Četverougaonik s vrhovima: A (1, 2), B (3, 4), C (3, 9), D (1, 5). 
. Rješenje. 
Odredimo jednačine granica oblasti D. Jednačina pravca koji prolazi kroz tačke 
A(1,2) 1 B(3,41) jey = x + 1, a jednačina pravca kroz D (1,5) i C(3, 9) je 
3=2%+ 3 6sl. 1.7.). 


D = {x,y £x£3,x1+1153552%x+3). 


Imamo 
3 2x+3 
{| fo, dxdy = (dx {= f0659)dy. 
D 1 x+l 


SL. 17. —;: sl. 1,8. 


Da bismo promijenili redoslijed integracije moramo izraziti x eksplicitno pomoću y. 
X3. == 3 
Izy =x—+ 1 imame x—=y— 1, a izy = 2% + 3 imamo 12 


"Oblast D (sl. 1.8) podijelimo na oblasti: 
DD = {6,92 5354 1542535— 1); 
-D,= {(x, y)/4 ZSJyS 5,1 Z:x=s 3}, 


ć Ug=3 IT ei 
D;,= {55)15 Zy3y£K9, 2 ZXxXK 3). 
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Dakle, imamo 


Pf fn ardy = || fy dzdy {| FO) dedy + (FO y) dx dy = 
D Di . D; D; 


4 3-1 5 3 9 3 I 
=|dsy{ sna (da (fond (dy { f6,y)dx. 
2 1 4 1 5 3—3 
Ž 


1.18. Odrediti granice integracije u integralu {{ f(x,y) dx dy ako je D 
D 
oblast ograničena dijelovima krivih čije su jednačine: y = x", y = x%?. 


1 


Rješenje. 


Rješenjem sistema jednačina x? — y = 0, 4) —y = 0 dobi- 
vamo da se date krive sijeku u tačkama: 


O (0, 0), A (1, 1). 
Prema tome je 

D= {5VOKx£Kl, A" L£LyKLKX), 
Dade 1 2 


{| f(x,y) dx dy = { dx ) f(x,y) dy. SI. 1.9. 
D 


Za promjenu redoslijeda integracije izrazimo x eksplicitno pomoću y. Iz y = x? 
slijedi x = 3/7, a iz y = x? slijedi x = Vy. Sada je 


D={6, NO £y£1, Vyek£=%/y} GL. 19.), 


pa je 
NIEV | 
P{ {69 d4xd4y— {dy {| f6oy)dx. 
P 0 % 


1.19. Odrediti granice integracije u integralu {{ f(x,y) dx dy ako je D ob- 
last data na sljedeći način = 
"D={640£x£2 Vi £yKE AVr— 1535}. 
Rješenje. 
Oblast D podijelit ćemo na oblasti D,, Dy (sl. 1.10), gdje je 
D= {6 NO Srb VI ELI KOE} 
D,= {xn £=x£2Vx—-1žyzoe} 
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Otuda je 


JMGSMED = {| {x,y dxdy+||/ 059) dx dy.= 


Di Dz 
1 er 2 er 
= {dx u fFondy+ (dx {| FE de 
o Fi i; Vi 


Sl. 1.11. 


Š Da bismo izračunali dati integral u promijenjenom redoslijedu integracije, oblast D 
treba podijeliti na oblasti (sl. 1.11.): 


= {6,0 £3 1, VIP £xK1+y)}, 
Di = {VI £3y£ 8, ny £x£2}. 
Sada je 


II 56) dx dy = Nrenaa + ({Sp0x89- = 
1+7 2 2 


I . 
= (4 JJ f6na+fa (f6y)dx. 
o 1 ny 


VIZy 


1.19.1. Odrediti granice integracije u integralu I f(x,y) dx dy ako je D 


oblast ograničena dijelovima krivih čije su jednačine: yYy=—x%+4P=2 
(2 +x£0). | 
Rješenje. 

Krive y? = — x, + y? = 2 sijeku se u tačkama A (—1, —1), B(—1;1). Zato 


ćemo oblast D "podijeliti na oblasti (sl. 1.12): 


D.={6;, NN V2£x£—1, — VEEF ES SVI), 
D, = {x,y} 15x£K0, — -VoxSZ£}ZVo x}. 


Integriranje ćemo izvesti na sljedeći način: 


{fn dxdy = (| fy) dd + || fy) dx dy = 
D 


Di D: 
-1 Vi-e 9 vo I 
= {ax {fond (ax { f6,)dy. 
-V2  -Vi-x —1 -V-x 


Pri promjeni poretka integriranja bit će: 


D={6x,y-15£y£1, -V2=P£x£ —y}} Gl. 1183.). 


= SEE 
MU o ssaoiji (o T fond 


-1 -V2y 
1.20. Odrediti granice integracije u integralu {{ f(x,y) dx dy, ako je: 
D 


1". Oblast D ograničena dijelovima krivih y = x%, y Hx—6=—=0 
i dijelom ose Ox(y — x2 £ 0). 

2". Oblast D ograničena dijelom krive. x? +.y? = 1, te dijelovima 
pravca x + y = li ose Ox. 


. Oblast D ograničena dijelom krive y = x%? — H i Koma pravca 
y—x—1=0. ; 


1.21. Izračunati integral {{ x27-? dx dy ako je oblast D ograničena dijelo- 
D 


A do ošrai = ; 1 
vima pravaca x =2 i y = x, te dijelom krive y = —. 
Mie x 
Rješenje. 
Kako je 


= {ph £x= 2, £35 z) Gl. 1.14), 
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to je 
A ŽE 2 
dy Ž 
|| es axdy = |xt4x I —_—= fel(- -| dx = 
y? 3 
D 1 1 I 
x 


2 
- (End 
" u 


) 
H 
Hr U izmijenjenom redoslijedu integracije imamo 
o ć 1 2 2 2 
zasudei dy dy 9 
SI. 1.14. f(=5 2dxdy = RADE + 19|154=72 
D 1 1 1 y 
o 


1.22. Izračunati površinu oblasti D koja je data u zadatku 1.21. 


Rješenje. 


2 % 2 Z 
1 xx 
P= {{ aray = (ax {a={( --)ax={{—nx| = 
x 
-D 1 1 1 1 P 
xx 


Ako promijenimo redoslijed integracije, imamo 
1 2 2,2 
"P= NEZUE |w Jax+ |a| a=. 
D ii do ; 
2 3 


1.23. Izračunati integral { { xdxdy gdje je D oblast ograničena krivom 
D 
linijom Vx + Vy = ti pravom y = 1 — xx. 


Rješenje. 
Kriva linija 4x + V/y = 1 i pravac y = 1 — x sijeku se u tačkama A (1, 0), B (0, 1), 
(sl. 1.15.), pa je 
D={6,,P£x£1, U Vxh£yK1—x}. 


o 1 X 


Si. 1.15. 
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Zbog toga je 


1 1—x 1 
({xdxdy= {xdx { dy {1 x— 0 V/x)) ax = £. 
iz 0 av s 


Ili, u promijenjenom poretku integracije, 
1 1—y 2 
{{ xaxdy = {dy f xdx= 3" 
D 9 (Av) 


1.24. Izračunati površinu oblasti D koja je data u zadatku 1.23. 


Rješenje. 
1 1—x 


1 
P=|{adrxdy= fax {| da {OAx- (U Vx) dx= 


D (U (1—Vx) (u 
; 1 
=2{ (Vx—x)dx= 7 
. (ta 


1.25. Izračunati vrijednost { ((x + y) dx dy, gdje je D oblast ograničena 
D 


dijelom krive linije y = 4 — xX2 i dijelom pravca y = 2— x. 


Rješenje. 


Pošto se kriva linija y = 4 — x? i pravac y =2—x 


sijeku u tačkama A (2, 0), B (—1, 3) (sl. 1.16), imamo B (1,3) 


D = {(x,9—15xK2,2—xSKJSK 


£4— xx}, 
pa je 
2 4—xX 

f{x+nazdy = {dx {| G+VA= 

D 1 2x SL. 1.16 
; "s SUMA 7 207 

y" x ) 

= _ = |(——-nx—-—xX+4 6) dx= —. 
f(e+7| dx IG 77 1+xY6jdx= 
-1 2—x —1 


Izračunati dati inegral u izmijenjenom poretku integracije. 


1.26.  Izračunati vrijednost f J sgn (x +y—2)dxdy, gdje je D oblast 
D 


ograničena krivom linijom y = 4 — x? i pravcem y — 0 


197 


Rješenje. 
Prema definiciji funkcije sgn imamo 


; 1 x+y—220 

sgn (x +y—2) = 0 x1+y—2=0 

—-1 x+3y—2-40. 

Zato oblast D (sl. 1.17) dijelimo na tri dijela: 

D, = {6,92 £ 3 £—1, 0 £y5 4—3"},, 
Dy = {69 1 £xK2,0 83K2— 3), 
x D; = {a€,y)/|—1£x £ 2, 2—-x5y54—x"}. 
y=2X Pošto je za svako (x,y) € D, i (x,y) E D, sgn 


SL. 1.17. (x+9y—2) = — 1, a za svako (x,y) E€ D; sgn (x + 
Rus so to je 
4—x? 2—x 
) Je +3- 2)dxdy = — Je ) dje (s dy + 
-1 0 
2 4-2 ; 
+ {a | += 
|x a= = 
"% Iy 3 
—-1 2—x 


1.26.1. Izračunati vrijednost , fviy — A dx dy, gdje je 
= {(x,9)/|x| £ 1, 0 £ySK2}. 

Rješenje. 

Kako je 

y—x za y %%x; 

ly — x"| = 0 zay=%, 

M x%—yzayLXx, 
to je 


{| Vis Aaxdy = | | VGA dy + 
D Di 


Sl. 1.18. + J Jvi — X| dx dy = 
. Di: 
1 2 


1 x . . 
= J dx | Vito ydy+ |a| vse kay = 
-1 0 -1 x 
= 


I 3 1 3 
mm SA8ZT az 521 de 
; f I(G2—53)21 dx+ = ! I 292) dx 


It 


U 


1 1 " 1 
2 2 Ž__1 2 
% f It dx + |C—x9? dx + IC 92 ER dx 
—1 —-1 -1 


(e= visini) 2 + + 


o; SS SE 
cost; dz = — + — (sl. 1,18). 
7"27 G ) 


1 
AT ala 
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1.27. Izračunati integral { f |cos (x + y)| dx dy, pri čemu je 
D 


D={x,y)0 xn, O Sy£Km}. 
Rješenje. 
Pošto je 


m ge uz 3x_ a = Sa 
cos (x +), Za KZ I£7,T x+y 2 
{cos (x + y)| = j : 


. zx ZN 
— cos(x + 9), za £xHILTO 


to ćemo oblast D podijeliti na oblasti D,, D;, D; (sl. 1.19). 


SI, 1,19. 


Zato je 


I f Icos + I dx dy = { f cos(x.+ y) dx dy — 
D DA 


= IT { cos(x +y)dxdy + { { cos(x + y) dx dy; 


Ds Di 
Ed x 
a SG 
My - (za x 
(| cost +) dxdy = | dx { costx +) dy = zid 
"p, Se 0 bi 2 
E4 3% 
= zx = 7 
| { cost + y) dx dy =. {| dx { cos(x +3) dy + {| dx. I cos (x + 
"Ds o m mu 
-x+7 a 


+ydy=—2—2; 


KI cos(x + y) dx dy = (a { cos (x + y) dy = E. se 


D; sz 35 
s, P2 
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Otuda je 


T T cos će +yidxdy = 23. 
D 


1.28. Izračunati volumen tijela ograničenog ravninama: x = 1, y = 1, 
x=3, y=5 i ravninama 2x—y +2—1=0, z=0. 
Rješenje. 
Oblast D podijelit ćemo na oblasti: 
D,= {6,1 £x£K3,153752%x— 1}, 
D, = {x,y)|1 =x£3,2x— 15755}. 
Pošto je z = 1—2x+y S 0 zasvako(x,y) € D1 iz = 1 — Sare 2 0 za svako 
(x,y) € D;, to je 


V= U a o sagi A ao 
DD 
V = 36. 


1.29. Izračunati volumen tijela ograničenog ravninama y + 2 = 2, 2 = 4 
i cilindrom y = %?. 
Rješenje. 

Dano tijelo je s gornje strane ograničeno ravninom z = 4, a sa donje strane rav- 
ninom y + 2 = 2 i sa strane cilindrom y = x2. 

Oblast D po kojoj se vrši integracija je 


D = {NI Vy £x£VnO0O£IK2). 
Zbog toga imamo 


2 VI 2 4 
V= {dy I 4dx— {dy { C_ndx= 
0 -Vvy 0 vy 
|" 
-z(efo fu (s = na) VE 
0 4 , 


1.30. Promijeniti redoslijed integracije u sljedećim integralima: 


1 2 1 Viy 
1. (dx { f(x,y) dy; 2. (dx_{ f(x,y) dy; 
9 Vizoe i V= 
1 3-% I 2 y 
3". (dy { f(x,y) dx; —$£.{$.{|fonda. 
0 4 : 1 Iny 


2600 


Rješenje. 


1 2 1 I+VIZYy 
"(ax {| f6ndy= Je { 16,4 + 45 |Feoar 61122), 
0 Vžix 
1 VE : 1 v2._ Vviov 
(dx { Ind =|4|/6)d+ Ta { f6oydx GL12L)- 
o NE 1 
3—x H 
3—2y 1 Z 
2-Sae II 19% =|25(16)49+ (i (1694 
U vy 
2 y 


4". U integralu I dy {7 (x;, y) dx oblast D po kojoj vršimo integriraciju ograničena. 


1 ny 
je pravcima y = 1,y = 2,y = x i krivom x = ny (y = €e"), 


SI. 1.20. SI. 1,24. SI. 1.22. 


Na slici su označene koordinate tačaka presjeka odgovarajućih linija. 
Oblast D podijelili smo na oblasti (sl. 1.22.); 


D1 = {6,y), 0 £xSIln2, 15350}, 


D; = {x,y){ln2 £x£X 1, 15352} 
Ds= {x,y)1 5xK2," xKyS2}. 
Sada imamo 
pi 1n2 er 
IC { f(x,y) dx = Ta={/6349+ am 
1 ny bk2_ 1 
2 2 H 


+ | dx (f(x,y) dy. 
1 x 


1.31. Promijeniti poredak integracije u "sljedećim integralima: 


H e% 2a VZŽax 
{dx J f(x,y) dy; 2 { dx { f(x,y) dy; 
ku 0 Vino 


20E 


1 VIZE 


230. {dx ( f(x,y) dy; kl MM. f(x,y) dy; 
00 G 
1 2—y 1 1-3 
5. {4 I f(x,y) dx; 6". I dy f f(x, y) dx; 
0 3 I 0 _VIZy 
0 2V1+y : 8 2-7 
7. (dy {| fx,ydx+(dy |. f6oy) dx; 
— vi 9 —Vi5 
1 Vi-y 1 1—y 
8". Je { 69) dx; 9. (dy { f(x,y) dx. 
a Mem 


1.32.  Izračunati integral TV 1— x —y? dx dy, ako je D oblast ograni- 
D 
čena kružnicom x? + 7? = 1. 


Rješenje. 
Uvedimo zamjenu x = e cos P, y, = € sin 9, gdje su p i e polarne koordinate: Tađa 
se oblast D preslikava na oblast 
D = {pd00£p£2Mm 05051}. 
Kako je Jacobian preslikavanja 
D(x,y) _ |jcosg_— esinp{|_ i o) |ZP 
D(e,97) = |sing (40% D(0,9)| 


WE? TSPEVELIVNAE g dyde = 


9, to je 


25 1 2 
SIE = 
- | af VIP ed ==. 
0 0 


1.33. U integralu {{/G y) dx dy, gdje je D={(x5,y)/0 £x£ 1,0 Zy S 
D š S 

S x}, zamjenu promjenljivih izvršiti pomoću polarnih koordinata. 

Rješenje. 


Zamjenom x = Ep C0S 9, y = o sin 9, oblast D preslika- 
va se na oblast 


1 
D={n00£95 (£0= u 
"cos 9 


Zbog toga je 
sz 1 
4 cos P 


Es MA or 


SI. 1.23. 


1.34.  Izračunati integral 


ako je 


gdje su 


Rješenje. 


dx dy__ 
155 
D 


D= DU D,UD; 


D, = {(x,y)|— 2 £x£—1, -x £y£ 2}, 
D, = {(x,y)(— 15x£1,15y£52}, 
Dy={x,y)}|1 £x PSOTEVSU 


Zamjenom x = £ C05 9, y = 9 sin p oblast D (sl. 1. 24.) preslikava se na oblast (sl. 


1.25.) 


= {6 NE s%7 


1.35.  Izračunati integral 


esa dx dxdy 
C2+5)(0+VETy) 
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gdje je 
D = {(x, y)}xX, —y2 £ 0,1 XX +9yS£S4}. 
Rješenje. I 
Oblast integracije D = D, U D;, gdje je 
D, = {69} 3 £x£4VIR£5KVAOXx}, 
Di = {6 NI1y £x£ 9, Va zykoVli—=x}. 


S1. 1.26. 


Oblast integracije D = D, U D, data je na slici 1.26. 


Zamjenom x = 9 C0s 9, y = 9 sin 9, oblast D, preslikava se na oblast D,' = { (9, I 


I 35 
;' 2 £o =TI IKE 2); a oblast D, preslikava se na oblast 


saaleaie ze. 


7 150% 2) (sl. 1.27.) 


Sada imamo 


35 75 
ad 4 2 d 4 2 F 
x dy e e 
- —— = | |——— + | + | ——— = 
NESETTVT ! erom ! STONA 
g 4 
2 V2 = 
d 
-1|1 —_ =2x { di o leJE ona 22 = 
' e(t+Ve) LA +) V2+1 


1.36.  Izračunati integral 


(JEŽŽ 06 


U 2 
gdje je D oblast ograničena elipsom = UT = 
a 
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Rješenje. 


_Uvedimo zamjenu x = ao cos gp, y = bosin p. Oblast D uvedenom zamjenom 
preslikava se na oblast D'= {(p, )/ O = px 21,0 £ 0 £ 1}, a Jacobian datog presli- 
kavanja je 


a COs —aesin 
Je "| = ae HI= abe. 
b sing b o cos 
Zato imamo 
''WEE EZ ud a((Vi EF edpde = 
a 
De 
25% 1 . 
_=_— 21 ab 
= (ap(Vi—gede =... =. 
(U (U 


1.37. Izračunati integral 


II arc MC JA Di 2 dx dy, 
+}y 


pri čemu je D oblast ograničena dijelovima kružinca + + y)=x i 
x? + y2, = 2x, te dijelom pravca y = 0. 
Rješenje. 

Ako uvedemo zamjenu x = E cOs 9, y = o sin 9, imat ćemo (sl. 1.28.): 


a 


77 2 cos p 
{| aresin —— ax dy = { dy ). arc sin (sin p) o do = 
x2+y? 
Ke; o €03 P 
= 
a 2 cos p 
= {pdo { ede 
o COS p 
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1.38.  Izračunati integral 


47%) dx dy, 


Rješenje. 
Prelaskom na generalisani polarni sistem koordinata, tj. na x = do COS 9, 
3y = be sing, dobivamo 


(A +) 2= 1 
He G dxdy = ab { dy (e"o do = able — 1)z. 
D (| (| " 


1.36.  Izračunati integral 
{{ ax + by| dx dy, 
D 
gdje je . 
D = {(x, y)lax? + by} £1} (a bE R,a£0,b 40). 


Rješenje. 


H PE COSĐ o sin E 
Ako uvedemo zamjenu x = NEVE % : ; dobivamo 
a 


pu i 1 
| Pax + ti dx dy = — |f| et icosg + sin pl de dp = 


D D' 
1 1 25 NA 
2 (| x 
= — 2de,| co i d || ( -?) = 
-/e o,| | cosg + sin pl dp 306) 1127 de 
0 0 0 
71 s sr 
vat vi ' Vi 
2 2v2 442 
SLE cos t| dt = — = u 
3a6 f | cos t | ZE cos t dt rova 
Ed EJ U 
4 22. 


1.40.  Izračunati integral 
2 SE: 
II osrVEEe dxdy; ". 


- pri čemu je D oblast ograničena krivom x2 +y) = li pravcima y = xtg a, 
y=xtgB(O Sa = £S2m). 
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Rješenje. 


Zamjenom x = 0 COs 9, y = o sin p dobivamo 


MEET B 1 
IVXx+9y? To No 
= dxd SNEJI cos — d -S=:|= 
{{ cos 2 ŠESA PR 92 
D a (Ma i 
E:đ 
2 jedi 
4(B — 4(B— 2 
- BOD | cosedt = ZETE psina + cost) = 
7,2, Ea Nm 
ij (My 


i 57 4(B— a) G i): 


7, 2 


2 


1.41. Izračunati integral 
TIVvx + Vy dx dy, 
D 


pri čemu je D oblast ograničena krivom Vx + Vy = 1 i koordinatnim 
osama. ; 


Rješenje. 
, : EL 
Zamjenom x = 0 c0stp, y = o sing oblast D preslikava se na oblast D' = (ce e) i 


s 
|,=v=5 OkećI). 


Kako je J = 49.cos" g sin'9, imamo 


{{VVx+ xy dxdy = 4 Va/e costg —+ Ve sintg o cos? gp sin'p dp de =: 
D : D' 
Ed Ed 
2 / 2 
; ZA 16 a 
= 4) €Os%p sin"%p dp | ee" de= f cos? g sin'g dp = 
0 o 


Je 
Pi 
= fa O sitig) sing dema) = u 
27 
o 


1.42. Izračunati integral 


HI COS did dx dy, 
(ab)? 
D 


ako je D oblast ograničena krivim linijama xy = b2, xy = a? (O £Ka=£ b), 
( te pravcima y = ax, y= f$x O Za f,x 0). x 
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Rješenje. 
, , I v j 
Uvedimo zamjenu y = ux, xy = U, pa imamo x = JE J=Vwi 
u 


D(x,y) 1 
LEE 0, HM 
D(u, 9) (u S 750) 


SI. 1.29. 


Uvedenom zamjenom oblast D preslikava se na oblast D' = {(u,v)|a zu zE 
MLVLKD). 


Sada je 


u } 
) Mia dxdy = ci {{ os Ko du dv = 
D D' 


(ab)? (ab), u 


b2 


8 b2 
1 rd 1 ze 
-—|y{xZM= mt (EEZ 
2 u a a S 
a a 


a"h2_—=B n(b8+a?) | nx(b2— a?) 
-— In — COS ———— sin 
64 a 2a?5? 2425? 


1.43.  Izračunati integral 


{{ 6" —y) dx dy, 
D 


pri čemu je oblast D ograničena pravcima 
x+y=1,2x—y=2,x+3y—=3,2x—y=—1. 
Rješenje. 
Uvedimo zamjenu x + y = u, Xx— y=. 


1 1 
Odavde je x = 7UbRhI 742; 


Oblast D, ovim preslikavanjem, preslikava se na oblast D' ograničenu pravcima: 


u=1l, u=3,u+3U=4, ubH3v=—2. 
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Pošto je 


1 1: 
2 2 | 
J= = a 
1_1 Ž 
2 2 
bit će 
{{e —y)dxdy = ={I uv du dv = 
D pe 
u—4 
j 3 "28 
11 
= fudu f = 
1 _u+2 
3. 
1.44. Naći površinu oblasti D ograničenu pravcima y = x, y= —xi 


kružnicom + + 9,2? =2x(|y| £ x). 
Rješenje. 
Uvedimo polarne koordinate. Tada se oblast D (sl. 1:30) preslikava na oblast 


u x rx 
D -(e0|- 45255, 0 £e£2c0%9). 


S obzirom na simetričnost oblasti D u odnosu na osu x, slijedi 


P= {{ axavx= {| edvde= 
Do D 


Sl, 1,30. = SA. 1.31. 


1.45. Naći površinu oblasti D ograničenu linijom čija je jednačina 
(x3 + 722 = 2 AX (a = 0). 
Rješenje. 
Uveđimo zamjenu x = Ecos 9, y = esin 9. Jednačina date krive u novim koor- 


dinatama glasi o =.2a cos%. Oblast D je desno od y-ose i simetrična je u odnosu na 
x-osu (sl. 1.31.). 
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H JE 
Za dio obiasti D iznad x-ose kut 9 se mijenja od 0 do 7 ;, a e se mijenja od O 


do 2a cos?%p. 
Zato imamo 
= = že) 
PI ?2a cos? p Ž se 2 
P=2{d f edo— 42 { costp dp = — TA + cos 29) dp = 
o CU o (U 


bu bg ba 

. Z 2 2 
=S( 1+ 3005 29) dp + 3 { cos" 29 dp + { cos"2p dy) = 

;) o 0 


zx 
: 7 
-((0+sn2e) po iz Tar ostdari 


2 
Ed ms 
ij 2 
S" SAJAM a(n 3 in 4p 
— | 1 — sin'29)d =—f=+— — 
SME. SE29) cin 29) ) sl, Yz(+ 4 )| sa 
o o 
ed 
1 sin" 29) | 2 a? {1 3 Smxa? Smxa?t 
—_ 29 — =—(|(— —"—|=—, =-+—. 
+ 7 (sin KORJE )|) s; 2 2) s = 


1.46. Izračunati površinu oblasti D ograničenu krivom x%% b+ yt = a xy 
(Descartesov list). 
Rješenje. 

Jednačina date krive u polarnim koordinatama je 


a sin p C€Os $ 


— sin'p + costg9" 
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I 
Kriva je simetrična u odnosu na pravac y = x (p = =) €sl. 1.32.), pa je 
a sin py cosP 


sin'p-+costp 


ba 
4 
sin? p costp 
P=2 fa J do = a? | —v—— 
4 SK (sin'p + costp)3 
o (HI 


li 


o 


s 
4 
' sin?%g costp EZ f ___te'p de _ 
stp 1 + 1859) g cos'pl + 189)? 


= 
Ce, PA 
(si 


PNIEI 


g — ({g{pd (te) 
g AH te)? 


Te 

4 

a? J d(1 + tg'9) 
3 

0 


(1 + teh 


= a? = 1 ) = 
3 1 + tetplo = 6" 
1.47. Izračunati površinu oblasti D ograničenu krivom (x? + y2)) = 
= 2 82 (X2 — y?). (lemniskata) (a = 0). 
Rješenje. 


Jednačina date krive u polarnim koordinatama je o = aV2 C0S 29 (sl. 1.33.). Pošto 
je oblast definisanosti funkcije e svako p za koje je cos 2p 2 0, zaključujemo da je: 
Jr ZE x_ 3 zna Sr 
4 P 4 H 4 P 4 . 


kd 


TE 
4 a V2cos?g 4 

P=4{4do f edp= 4a" | cos 2p dp = 222. 
(MH (I 


1.48. Izračunati površinu oblasti ograničenu krivom 
x 4 x2 2 
Pi +) =L}L{Gk5=0, 3950). 
ab 
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Rješenje. 
o uveđemo zamjenu x = ao cost p, y = b € sin'9, tada jednačina date krive 
a koordinatama 9, e glasi 0" = costp + sinfp. Kako je Jacobian J = 2abo sin 9 cos 9; 
bit će: 
= 
z Vcostg +sintg_=' 
P = 2ab {| sing cosp dy Ted= 
o o 


s 
Hi . 

= ab f (cos$g sin ? + sin$p cos ?) dp = 
(U 


za ELI 
2 z 
= ab (— {cost d (cos gp) + (sinted (sin 7)\ = 
9 o " 
= 
AS |- costp SE 2 = ab 
6 6 dp 3 


Tzračunati površinu oblasti D ograničenu linijama čije su jednačine: 


1,49. 


(2 + 7) = 2 MW (t"—y) i AX py =Zaz(as 0). 


Oblast D čiju površinu treba izračunati data je 
na sl. 1.33a. Prema zađatku. 1.47., površina oblasti 
omeđena krivom (x% + 37%)? = 292 (x2 — y?) (x 2 0) je 
2P, = a? Površina kruga poluprečnika r = a (centar u 
tački T (a, 0)) je P,=xa2. Prema tome, površina oblasti 
DjeP=(x— i). 


Isti rezultat dat će 
= = 
.2 2a cos p 4 2a cos p 
2((de- fodo+ {dp {o0de). 
Mk 0. Vise 


1.50 Naći površinu oblasti D ograničenu linijom 
=+ 2. 
J a k J EB 
pravcima 
£ž=Z,AŽZ=ŽaS50;65 0). 
a b a b 
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Rješenje. 


Zamjenom promjenljivih x i y sa x = a 0 cost 9, y = bo sing dobivamo: 


D(x,9) _ a costg | = dab cos sin''9; 
D(e gp) b sin 9 4be sin" p cos P WE 2 


Vo = 1; costp = sintg; 4 costg = sing. 


Kako se oblast D nalazi u prvom kvadrantu, to linija i pravci koji omeđuju oblast 
D u sistemu koordinata 9 i o imaju jednačine 


i = i IH 
el = — = arc Kara 
e 39 4 s? ' sin 7 


Otuda je 
o J2 re 
1 arosin J2 arc sm 4 
P = 4ab { edo { c0s%p sin'p dp = 2ab f cost sin'p dp = 
" Ld I ba 
4 Y% 


arc sin Ji arc sin 4 


sin$ 
= 2ab | sin"p (1 — sing) d (sin g) = 2ab |" Ga —_ | = 
{z 
4 4 
13 
324 


1,51. Izračunati površinu oblasti D ograničenu kružnicama: 
2 2 
= 1, p = —CO0S 0 Sp=I1 0 £p S cos 
0 o NJ ?( o , e0= 3 P; 
kg 
= ss) 


Rješenje. ; 
go ge, S SC 
Date kružnice sijeku se u tačkama A (= , 1) i B (- %"' 1) (sl. 1.34.), što se do- 


SErUE 410 % 2 
bija rješavanjem jednačine 1 = — c0s 9. 
V3 


pu x 
€ 1 7 v3 
P= {{ cdeap=2({d pfoed + {de f ode) = . 
"D 00 —— z o 
s A 
ma 
Z 
= m + (| os'pdp= — (Ta — 3) 
Ed : B 
mu Sl. 1.34. 
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1.52. Izračunati površinu oblasti D ograničenu linijama ge = 2 (1 + cos 9) 


i0—=2C059. 


Rješenje. 
as %X%l+cosg) 
P=2{do f ede= 4n: 
9 2 cos g 


1.53. Izračunati površinu oblasti D ograničenu pravcima: 
x+y=1,x+3y=2,x—y=1,x—y= 2. 
Rješenje. 
Oblast D data je na slici 1.35. Da bismo izračunali površinu date oblasti, treba 
najprije oblast D dijeliti na dvije oblasti, bilo da integriranje vršimo najprije po x uz kon- 


stantoo y ili obratno. Ovo ćemo izbjeći ako promjenljive u i v uvedemo na ovaj način: 
x+y=uyx—y=V. Š 


Odavde je 
u+v u—v 
xTe mm = 
2252 
| 2x 0 {1 1 
du dv 2 2) 1 
J= = =——, 
0y 07 1 1 2 
ke 20 | 2 2 | 
IJI = ' 
= 


SL. 1.35. SL. 1.36. 


Očigledno, pravac x + y = 1 preslikava se na pravac u = 1, pravac x+y—=2 
preslikava se na pravac u = 2, pravac x— y = 1 preslikava se na pravac v = 1 i pravac 
;, pra MC se na pravac v = 2. O blast je D' = {u,v)/I Su 2,1 5VvSK2} 

sl. 1.36.). 
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Prema tome, imamo 
2 "i 


P= {{ dxdy = |{ dudo= { du | dv = 1. 
D D' 1 1 


1.354. Izračunati volumen tijela ograničenog površima: 


XX +y} =, XX. 


Rješenje. I 
, Površ x2 + y2? = a? je cilindar čija je osa z-osa, a x? + 2? = a? je cilindar čija je osa 
$-osa. S obzirom na simetričnost datog tijela u odnosu na koordinatne ravnine (sl. 1.37.) 


imamo 
Va-x 


a 
V=s{||Va-xddy=3 | Vas dr { d= 
D 6 o 

a 
X727 160? 
-s( atd sl | = ——. 
3 Jo 3. 


0 


SL. 1.37. I : S1. 1.38. 


1.535. Izračunsti volumen tijela ograničenog površima: 


X% +y2=8,x+1y4+2=4x=0,37—50, 20. 
Rješenje. 


P= f}A—x—9dxdy = 
D 


2V2 VšB-x 
= {dx | A4—-x—9dy= 
0 0 : 


32 pe 
=... = 81 — 7V2 (sl. 1.38.). 
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1.56.  Izračunati volumen tijela ograničenog paraboloidom:2z = 3 — x2 — 3 
i ravninom z = 0. 
Rješenje. 

Kriva presjeka površi z = 3 — x? — 32 i ravnine z = 0 je x2? + 9? = 3. Oblast in- 
tegracije u ravnini Oxy je D = { (x,9y)/x? 19? £ 3} Gl. 1,39.); 


Ako uvedemo zamjenu x = 0 cos 9, y= o sin gp oblast D preslikava se na oblast D = 


= {(pD|O £=p=2n, O Ko£V3 }. S obzirom na simetričnost datog tijela u odnosu 
na koordinatne ravnine Oxz i Oyz imamo 


E4 
7 VS 
957 
v=4{4do ME loga a= 
2 
0 
z 
7(0, 0,3) 


SL. 1,40. 


1.537. Iztačuniati volumen tijela ograničenog površima 2 = 3 — x? — y?, 
xt + y2—=2 i ravninom 20 (2 + yt £2). 
Rješenje. 


Očigledno, integraciju vršimo po oblasti D = {(x,y)|x" + y? £ 2} (sl. 1,40), 
Ako uveđemo zamjenu x = 0 C0s 9, y = o sin 9, imamo 


i vr 
=4|dp { 8— ed. 
(u o 


1.358. Izračunati volumen tijela ograničenog površima: 
2Z2=3—x%—y,z=xX%{}y?, 
Rješenje. 
Date površi sijeku se po krivoj liniji koja je data sistemom jednačina 


x%+y+4+H2z-3=0 
x%+y—z2z=0. 
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Projekcija krive presjeka na ravninu Oxy je kriva 
2x? + 2772 — 3 = 0 (sl. 1.410). 
Oblast integracije je D = {(x,y) /2%? + 297? £ 3}. Zato je 


V={{C+— zvdakdy= {{ 8 — 2xt— 27") dx dy. 
D D 


S obzirom na simetričnost datog tijela u odnosu na koordinatne ravnine imamo 
x Hi 
zde ; 
V=4 I dp { (3 — 222) ode = zi s(gp i e su polarne koordinate). 
o o 


Z=X+y? I 
Z=2(x%y"} 


(a 
SL. 1.41. SA. 1,42. 


1.359. Izračunati volumen tijela omeđenog površima z = x% + y?, 
Z=2(x? + y?) i ravninom z = 4. 


Rješenje. 


Krive presjeka datih površi sa ravninom Z = 4 su krive: 2 = 4,2, + 92 = 4; 
2 = 4, XX + y? = 2. Projekcija krivih presjeka na ravninu Oxy su krivo 4 + y,?=4}x 
x? + 93% 2 Gl. 1.42.). 

Označimo sa D, = {(x,y)|xX1 + y"? X£ 4} i Di = {(x,y)|Xt 192}. 

Ako uvedemo polarne koordinate, imamo 


282 28 V2 
V= {de{A4—oĐede— (dp {| (A— 20) ode = 
o (u (U (U 
221 VI 2x 2 
= {av { ede+ (dp {| AGe— 9 de= dx, 
o 0 0 VZ 


1.60. Izračunati volumen tijela omeđenog površi z = € "77 i ravni- 
nom ze. xL 
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Rješenje. 


Kriva presjeka date površi i date ravnine je z = e-!, z = €% 7), Projekcija 
ove ne na ravninu Oxy je x? + y? = 1. Oblast integracije je D = {(x,y)/x" + y" £ 1} 
{sl. 1.43.). 

Nakon prelaska na polarne koordinate dobivamo 


22 1 
' 1 
V= Pi) (e" — e7) edo = 2n(= —_ e—) š 
o 


SI. 1.43. ; S1. 1.44. 


1.61. Tetečunsti volumen tijela koje je ograničeno površi (cilindrom) 
%X? + y? = 2Rx i dijelom površi (sferom) x? + y? + 2? = R2(x?t + y)— 
—2Rx£0. . 
Rješenje. 


Projekcija krive presjeka datih površi na ravninu Oxy je kružnica x? + y? = 2Rx. 
Oblast integracije (sl. 1.44.) je: 


D={5,y|0£x£R, — VIR Z £y VIR +?) 
S obzirom na simetričnost datog tijela u odnosu na ravninu Oxy imamo 


po Rt — xt— yt dxdy. 


Pešto je dato tijelo simetrično i u odnosu na ravninu Oy2, to, nakon uvođenja polar- 
aih koordinata, imamo 


Ed Te 
2 Rcosg 2 3 Rcosp 
EJ 1 Ž 
V=4{d | VR— Fed = —— |(Rt—e9? { dp = 
900 M o 


3 3 Ej 
Ed JE 
2 R cos? 912 R';jx 2 
= Et PE (op 2Z2 -+(E-72) 
7 1), + 7 RP GRNO ZNG 5 
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1.62. Izračunati volumen tijela omeđenog rotacionim paraboloidom 
y=6—x— 22(y7 2 0) i konusom y? = X? + 22. 


Rješenje. I 

Izy =x + 2 iy=6—%x — 2? slijedi y = — 3 i y = 2. Kriva presjeka površi. 
3 =6—x"— z'(y 2 0)i površiy? = 2 + ztje y = 2,92? = xX2? + 22, a projekcija krive 
presjeka na ravninu Ozx je x? + 27 = 4. - 


Uvedemo li zamjenu x = £ c05 9, z = e sin 9, dobivamo 
2z— 2 2x 2 

V= { ae { (6 — 29 ede— { 4 { e'de - 7. 
(U 0 (U o 


1.63. Izračunati volumen tijela ograničenog površima 


2 2 2 x2 2 
i ravninama 
y=xtga,y=xtgB (o za =B=T). 
Rjesenje. 
Krive presjeka datih površi su: 


c xx y? i, c x y? 


ZE = —, -—z=—,Z= 


Oblast integracije u ravnini Oxy je 


x2 9 i 
D= (6,9) /xtga £y=xtgb, hara =} (sl. 1.45.). 
Ako uvedemo zamjenu x = a 9 €0S 9, y = bo sin 9, imamo 
; a a x 1 
D= (; e) /arctg Hi tg 2) = 9 zarcte(— tef), Oxo0 =) 
D (5,9) = 
D (0, 9) 


SI. 1.45. 
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, a a 
Stavimo P, = arctg = tga) ; Pa = ArCtg (a OG) a 
x 


Otuda je 
vŽ V2 

P, 2 Ja 2 
V=2ab({dp_{ VI— et ode — (dp { do) = 
9, o P, o 
ZE vŽ' 
S = 1. = aA2 2. 1 3 u = 
= 20 (3 mw(= 12921) 121, )= 


_ abe (PR, 
== Rev?) 


1.64. Izračunati volumen tijela omeđenog površima z = x% + y?, 
Z=X+}y. 
Rješenje. 

Oblast integracije D u ravnini Oxy određena je projekcijom krive presjeka datih površi, 
a to je kriva x\ —x + 392 —y = 0, pa je D = (e|(- 1)+(5- )= A} 
(sl. 1.46.). 


Označimo 22 = X + y, 2, = xX2 + y?, tada je 2, 2 2, za svaki par x,y € D. 
Prema tome je 


V= {| Xx— 2) dxdy = {{C+5— 22 — 5) dxdy = 
ZA 


RENE 


J v 


SI. 1.46. Sl. 1.47. 
1 1 D : 
Uvedimo zamjenu x = — + u, y = — + v. Pošto je D(069) = 1, dato preslika- 
2 2 D (u, v) 


1 
vanje je regularno i oblast D preslikava se na oblast D' = (5 v) |. +VLK =} (sl. 1.47.) 


Zato je 
1 
V -IJG — u? — v') dudv. 
2 
D' 
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Uvedemo li zamjenu u = o COs P, U = e sin p, oblast D" preslikava se na oblast 


2 
Dp =(wgl0x=v=2mozo= 2). 


Sada je 
VI 
2. 
ST 
v=f{(;—2)ed= do (—e)ed=-7 
D" o o 


1.64.1. Zadatak 1.64. riješiti uvođenjem zamjene 
x =0ECc0s9, y = E sin P. 
1.65.  Naći volumen tijela ograničenog površinama 
zx +9y?2, xy = 1, xy = 2, y = x,y = 2x, 2 = 0. 
Rješenje. 
Volumen tijela je 


V=2|{|zdxrdy= 
a { 


=2 INI (x? + y?) dx dy, 
D 


pri čemu je D oblast označena na slici 1.48. 
Uvedimo zamjenu promjenljivih x,y na 
ovaj način: 


WY =V y= u tj. 


= |2.s-va 
u 


za u 5 0,v50. 


Pošto je ; SI. 1.48 
D(x,y) 1 ć M SG 
Dio) = Se. (u s 0), dato preslikavanje je regularno, pa se oblast D pre- 
3 


slikava na oblast 


D={uV}ILu£2,15VvSK2}. 


Sada je 
1 2 

SE Dei a ĐE opdije 

u u 

2 2 

(a 2 v 1 1 : 

va (PD. and { Kak du { vdv = 3. 
u 2u Pa 
D' 1 
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1.66. — Ispitati konvergenciju. nesvojstvenog integrala 


=({ dxdy 
Z+y 
D 


gdje je: 
(a). D = {(x,y)/ |z| £ |x|, 4 +," £ 1}, 
(b). D = {{x,y) | |y| £ x2, u, +, £K 1}. 


Rješenje. 


(a). Kako je podintegralna funkcija parna u odnosu na x i na % dovoljno je ispitati 
konvergenicju integrala na oblasti D, = {(x,y)/0 £y £x XX +1y=£ 1}. 
Pošto je O (0,0) tačka prekida podintegralne funkcije, posmatrat ćemo integrat 


Te JU PITa 


2 
gdje je G = (p|0=+5x=4a5 v ,045%2) (sl. 1.49.). 


Sada je 


a x 


19 (| 25= ||} 
. 


O (M 


xIL 


U 


lim X€) = Ana — lim tn €) = + 0. 
20 4 8-0 


Zaključujemo '!da integral ex divergira. 


ja 


y=X 


sd 
PRU 


SE. 1.49. SLI. 1.50 


(b). Zbog navedenih činjenica u (a), posmatrat ćemo integral 


I(G)= U — ; 
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gdje je 
V-1+V5 


O SLEZXLKAL 2, 053 5% |Gl. 1:50). 


= (59) 2 


Sada je 
x, 


a d a 
arc t 
IE) = faf 7. ={ St dx 
x + y? x 
e€ e€ 


0 


Pošto je arctgx £ x za x 2 0, imamo 


a 
IE) = |dx=a— 5, 


8 
paje im I(e) £ a. To znači da konvergira dati integral u oblasti D; = {{x,y)|0 £y £ Xe 
x?t + re = I},a time i u oblasti D. 


1.67.  Izračunati integrale: 


S a = y8 D = {(6,9)|1 2 +y£1}; 


— x3 — 93 


e (72. D={(x4y)/0 £x£1, 05751}; 
x 


3". Ne D = {(x,y)|XAX1+HTK 1}; 


= 


6 dedi = - 
4. ker , D={(x,y)|-X£SxLbG, -OLyL$O}; 


5" J f e—"-Y dx dy, gdjeje D cijela euklidska dvodimenzionalna rav— 
D 


6". ff in sin (x — y) dx dy, D={(xy)/0 xx, 0 Sy£=x}. 
D 


Rješenja. 
1". Očigledno je da podintegralna funkcija ima prekid duž cijele krive +. +. y= 1. 
i na tom skupu tačaka ona je PEOSNR Zato imamo 


u -{% PETI NE 


Vi— o, 1—oe 
amerin 
2-0 (U 
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2". Podintegralna funkcija je beskonačna duž pravca x = 0. Zato ćemo integriranje 
izvesti na ovaj način 


1 me 

dxd dx 
{)" lim {54 | == im(1=Vs)=1, 

D vx NGC G vx 


£-+0 


što znači da integral konvergira. 


3". Podintegralna funkcija postaje beskonačna duž kružnice x? + y? = 1. Ako 
uvedemo zamjenu x = 9 COs 9, y = € Sin 9, dobivamo 


25 1—e 


dxdy 
U Ferzerja lu ae JJ = zi Želje 
D H 


:Što znači da integral divergira. 
4". Podintegralna funkcija je ograničena na oblasti D koja je neograničena. Zato 
imamo j . 
a 


dxdy . ede M 
= lim {d{ =x lim n(I+2) = +, 
ker a+ "U 1+c Pei i ) 


.a to znači da integral divergira. 


5". Podintegralna funkcija je ograničena na oblasti D koja je neograničena. 
Ako uvedemo zamjenu x = 0 COS P, y = 0 sin 9, dobivamo 


25 a a 
{I e-%-y dxdy = lim (ao f ce-e do =2x lim {ee ee do = 
D a-+a 0) Ha a++0 9 


=7% lim (1—e- 2) = x. 
aa 


6". Podintegralna funkcija je neograničena na dijelu pravca 3 = s oblasti D (sl. 1.,51.). 


+ = 
2 2; y= — tada se oblast D ravnine Oxy pre- 


slikava na oblast D' koja je ograničena pravcima v = 0, u = uiv + u = 2x (sl. 1,52.) 


?. u 
Ako uvedemo zamjenu x = 


Y 
57 
G) xx 
Sl. 1.51 SI. 1.52. 
Pošto je 
D(5,)|_1 
D(u, v) 2" 
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to je 


š ESR i 
ff s sin Ce — s) ardy = — ff In sin o du do u 
D D' i 


CZ ŽI s; N—E; 


= {| nsino du do = {Pnsavtas=3n2 (o xn sin u dv = ; 
D" ž ; 
N—8 


= — lim { ln sin u dv = 
2 220 


zZ x—e 
= = tim ( f In sinx dx + f 1 sinx dx) = 
2 2-0 = u 
s Ž) + ZE 
2 
zx KLEIN 
2 o (zi dve: 
bg 
= im(finsinxdx + f 1nsinxdx) = 
2 2-0 ; 
e 
Te 
2 . 
= zlim Konak = Sn; 
2-0 2": 


Li 


a to znači da integral konvergira. 
1.68. Izračunati sljedeće integrale: 


SU II (x + y) dx dy, gdje je D oblast u ravnini daj i ograničena je 
krivom St 9? =x+y; 


2". J (lx| + |yl) dx dy, D = {659)1 bl + bl £ -1}; 


le; 


o dx dy je 2 Me SU 3 SPD 
4. = {(x,9)| 2 — 9 £0, 
He (2 + (1 EST CEO Kua 


%+9y231, x%x+9£54}; 


KS NI= x 


= 


3". 


— y}|dx2y; D={(5,9) | 2451; 


__ td I Sa 
5 { | VJEROVATI gdje je D oblast oPeijen krivima 
x+I1VeHy) 


čije su jednačine y) MN 4+6—9—0, 9) Seljak d 
y +4x—4=0; Sa : 
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6". {| sgn GX? — 52 + 2) dx dy, D = {(x,9y) |x? + 9" £ 4}, gdje pod- 
integralna funkcija ima prekid; 
{1 (x + y} dx dy, D = {(x,y)0 £x £ 2,0 £y £ 2}, gdje pod- 
integralna funkcija ima prekid. 
1.69. Ako su m i n cijeli brojevi, pokaži da važe formule 


{ { sin (nx -+ ny) dx dy = 0, 


bug 


kd . 2 —=n— 
I {cos (mix + my) dx dy = | za m=n—0, 


0 za mt + nt 0. 


mt: Ska 


1.70. Izračunati površine ograničene sljedećim krivim linijama: 
1. x=y72—%y,x+y=06 

2". y, = 4(1 — x), X2 + y? = 4 (izvan parabole); 

3". (x—y)N + xX = add(aS 0); 

4. (43 + 9%)% = Ba?xy, (x — a)š + (y af ZW(a5 0); 


o xx, , x 
5. +15-Ž+262 0520) 
6". G NA Mai 
a b c+ 


7". 


1.71.  Izračunati volumene tijela ograničenih površima: 
1. x= 278, x 127 +2=4,250,3y=0; 

2". z=0, zx, XX. +yt= 4; 

3". 2 = 5x XX 19) =9, 2= 0; 


2. 2g = COSXC059, z = 0, xk +yl = st, k—y£ 


NE 


5, z=x+ 9, (2 + 92) = 2%, £ =0(x50,y5 0); 
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6". XX + yt + 2 = 2, , + Za|x| (a 0); 


' x 
7, 2g=XxX + y2, xy = a?, xy = 24%, y = OPROTSN 


8"; z=carctg, 2z=0, VX Ty) = aarctg (67 
% F x 


1.72. Izračunati integrale: 


dx dy = 21): 

= (| e59 7 Done +} ZH 
o n—L— dxdy, D = {(x, 21 9£K1}; 
2 Le ET x dy, D {x,y)/xX} +y } 

dy 

3". dx RE PRTERREŽ 

J mu 
G dx dy = " MENE U 
de. 115 —, D= {652 HNL 

Ho 0 
52. { { € %+2 sin £? + y?) dx dy; 


1.73.  Ispitati konvergenciju integrala: 


m (|E+5E _ZP_ (a = 0), D = {(x,y)/X% +, 213}; 
(2 + y%)e 


% || e+e S (m, n, a = 0), D={(x,y)/x 20 
(x7 + y")2 

xX+y£K1}. 
1.74. Pokaži da integral 


Nesto Ga 


={x,y)/|x 21, 321), 
MO = Krou 


(= (2259 |+|2%5" 


konvergiraju. 


0). 
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2. Trostruki integral 


Neka je D zatvorena oblast u pravouglom Dekartovom koordinatnom 
sistemu Oxyz omeđena zatvorenom i po Seelovena glatkom površi S. Ozna- 
čimo sa V zapreminu oblasti D. 

Neka je (r) jedna podjela oblasti D' na zatvorene oblasti Dy Ds 1-3 D; 
koje su omeđene po dijelovima glatkim površima S,, S2,..., S,. Označimo 
sa V,(i = 1,2,...,n) zapremine odgovarajućih parcijalnih" oblasti D; 
(i = 1, 2,...,1). i; 

Za podjelu (r) oblasti D imamo: .. 


D= o D, V= s V,. 
i=1 I i . 
Neka je na D zadana ograničena funkcija f(x,y, 2) (X (x,y, Z) € D). 
Neka je M (m) gornja (donja) međa funkcije f na D, a M;(m,) gornje (donje) 
međe funkcije f na odgovarajućim oblastima D; (i. = 1, 2, ... ,n), Tada su 


S0=SMV, 


i=1 


gornja, a 
n 
s (Tr) = z m, V, 
i=1 


donja suma funkcije f (x, y, 2) na oblasti D za podjelu (r). 
Ako je f(x,y, 2) ograničena funkcija na oblasti D, tada se suma 


n 
S(T) = Ž (65150). V; 
i=1 " 
naziva integralnom (Riemannovom) sumom funkcije f (x, y,2) na oblasti D 
za izabranu podjelu (Tr) i proizvoljno izabrane tačke T; (č "ČE D; 
(i = 1,2,. 

Kazat čemo daj je funkcija f (x, y, 2) integrabilna na oblasti D ako postoji 
realan broj I takav da se za svako e = 0 može naći 0 = 0 (€£) = 0 sa osobinom 
da za svaku podjelu (r) oblasti D i za svaki izbor tačaka T; Go UM a) E D; 
važi 


max diam (D) £ 8 = |1— ŽTtono 5), ke. 
i=1,2,. 


Ako je funkcija f(x, y, Z) imegrabilna u na oblasti D, tada 1 pišemo 
I= lim S f(E15C) V; = 
ny+C {=} 


: MAX san (D;) 0 (nm + a). 
i=1,,.. 


= T{/6oz av NI PO TION 
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Ovaj integral naziva se trojnim integralom funkcije f (x, y,-2) na oblasti D- 
Ako je f(x, y, z) ograničena na oblasti D, tada za svaku podjelu (r). 
oblasti D i proizvoljno izabrane tačke T, o ns) €E D,; vrijedi 


NVESNMV, SDUČUD LE S M, V;SMV. 


i=1 i=1 i=1 


Ako jef (x,y, 2) ograničena funkcija na oblasti D, tada postoji granična 
Vejednost donjih i granična vrijednost gornjih suma, tj. 


I= lim S mV, I= lim 5 Mi 


n+ = 


max don (D)—0 (n— + 0). 


i=1 


Granična la I je donji; d Hi je gornji integral funkcije H (x,y, 2) 
na oblasti D, što pišemo: 


I={{{f(x,y, 2) dxdy da; T= ({(f(x,9, 2) dx dy dz. : 
PB. Zoe) 


Da bi funkcija f (x; 3, 2) bila integrabilna na oblasti D, potrebno je, i 
dovoljno, da je / = 1. 


I Ako je f(x, y, 2) = 1 na D, tada je I 
{f{{ dx dy dz = V. 
D 


Klase integrabilnih funkcija: 


(1). Svaka funkcija f(x,y, z) neprekidna na zatvorenoj oblasti D inte- 
grabilna je na ovoj oblasti. 


(2). Svaka ograničena funkcija f(x, y, 2) na oblasti D, sa konačno mnogo 
tačaka prekida, integrabilna je na D. _. 


Osnovne osobine traonog integrala: 


(1). Ako je A E R, a J je integrabilna funkcija na oblasti D, onda je i 
funkcija Af integrabilna na D i vrijedi I . 
u |{ 1f (x,y, 2) dxdy dz = NA ie . 
(2). Ako je f integrabilna funkcija na oblasti D, i ako je D = DUD, 
(V = V, + Vz), ondaje == 
MO DONEE IF too dd de + 


+ jI J (f(053 2) dx dy de. 


(3). Ako su funkcije fi ig integrabilne na oblasti D, onda je i funkcija 
f + g integrabilna na D i vrijedi 


{Ax 2 8059, 2) dx dy dx— ({{/(\,9, 2) dr dy de 1 
D . D 
+ {{{ 3653, 2) dx dy dz. 
(4). Akojef (x, y, Z) integrabilna na Di ako je /( 7,2) 2 00f(5y 2) £ 
£K 0) na D, tada je 
({{/ (03,2) 447 de Z0((|(/(n3 94 49452 0). 
(5). Neka su f (x,y, 2) i g (x,y, 2) integrabilne funkcije na D. Ako je 
f(5 9,2) Z 8 (1,3, 2) F(x,9,2) SE (5,9, z)) na D, onda je 
T{{ f(x, 2) dx dy dz 2 {{{ 2 (59, 2) dx dy de 
D D 
(T{{ fy, 2) dx dy de S{{(g g (x,y, 2) dxdy dz). 
D D 
(6). Ako je f(x, y, 2) integrabilna na D, tada j je i |f(x, y, 2)| integrabilna 
. na Di vrijedi 
| III (x,3, 2) dx dy dz | £ I If (5,35 2) dx dy dz 
a Ako je funkcija f(x,9; z) integrabilna na oblasti Di sako. je m=S 
JE ZM. 
tada je 


VS {{{f 059, 2) dr dy de £ MU; 
D 


{{J 665, 2) de dy dz = u V(m Sa S M). 
D 


To znači da važi teorema srednje vrijednosti. 


Ako je f(x,y, 2) neprekidna funkcija na D, tada postoji tačka T(ć, 
1n,Č) E D takva da je 


{{{/ 59, 2) dx dy de =f(6,1, 0)" V. 
D 


(8). Ako je funkcija f (x,y, 2) integrabilna na oblasti 
D={(5,y,2)/a, £x S a bi £yS by GX ZE 0}, 
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onda je 


ma b; (ZU 
PI DAN OSOM 
NI bh, 1 ; 
b, PA a b. a (I bx 
— {dy{dx{fdz= {dz | dx{fdy= Jdx {dz {fdy= 
bh mm 6 1 mm. bh mm (Za bh 


2 b, Mt bi ca 
= (dz{dy{fdx= {dy {dz {fdx. 
ć1 bh mm bi a M 


(9). Neka j je f (x, y, Z) integrabilna funkcija na D, pri čemu je D oblast 
definirana sistemom nejednačina: 


a £Xx Kao (O) £y ZNH(x), (my) £2 £K Zz (x,y), 


gdje su y,(x), ys(x), 21 (x,y), 22 (%, y) neprekidne funkcije svojih argumenata. 
Tada je 


ma (Đ za) 
PI A tesva) de ay ds (de | 29 { S(uzyoa) de 


mm. Il Zilx,y) 
Ako mijenjamo redoslijed integriranja, onda se i same granice mijenaju. 


(10). Ako u trostrukom integralu s promjenljivim x, y, zx uvedemo za- 
mjenu pomoću funkcija: 


x= x (u, V; w), 3 = y (U, V, w), z = Z(u, U, w), 
koje su neprekidne i imaju neprekidne parcijalne izvode po u, 7, w i koje 
predstavljaju obostrano jednoznačno i regularno preslikavanje tačaka oblasti 


D prostora Oxyz u tačke neke oblasti D" prostora O'ivo, tada za funkciju 
f(x,y,2) neprekidnu na D vrijedi ; 


Misa 2) dx dy dg = NP " V, W), y(u,Vv,W) Z (U, V, w)) 
Jidudvda, 


gdje je (Jacobieva determinanta) 


) Ja D (x,9, 2) 
D (u, v, w) 


Zadaci (2.1—2.39) 
2.1. Izračunati po definiciji I = J I II xyz dx dy dz, 
D 
ako je 4 
= D={(5,35, (0 SxZ£a, 0 £Sy Sb, O SZzKce). 
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Rješenje. y 
Funkcija f(x, y, £) = xXyZ neprekidan je na oblasti D, pa je integrabilna na D. Ob- 
last D podijelimo ravninama x= 7} li = 0,1,...,0, y=—j (G=0, 1,...,m), 
Zi . 
FE ZE (RE ON. sn). i? e 
n Te | 


Parcijalne oblasti D;jx (f = 0, 1,. --543}=0, 1, + +3M k=0,1,....,n) su para- 
abc 


Im 


lelepipedi čije su zapremine V;jx = (x; — Xi) ( On — Yj=x1) (2 — 2k-1) = 


Tjemena paralelepipeda D;jx su: 


(6-9 260 Lan) (25 260, Že-1) 


25 20— 0) (6-2, 200). 


se 


(GE — 1), ŽG-n,£), (5526-0, 2), 


1960 247") 


Funkcija f(x,y, 2) = XyZ u tački (SG -DŽLG-D, SR D) ima donju 


(r' 
( 
(7, 


ze 


a b C 
: među, a u tački G i, —j, — k) gornju među. 
I'm n 


Prema definiciji integrala imamo: 
" . = j mu mm. "i n 
" G a 
zdxdy dz =. lim . = -n2 -DŽa-nji- 
J{{s y ZJIG = )—G-DŽLR_D 


mo i=lj 
n2+G 


abtee DI (n—DĐna (nn bo 
lakta Imn 2 2 2: 8? 


odnosno 


SS a bc abe atbtot 
; Ž4 4 im = 8 '. 
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2.2. Izračunati integral 1 = { {{ (€ +y + 2) dx dy dz, 
D 
ako je I | 
D={(x,5,2/0 £x£1, 05751, 0 2241). 


Rješenje, 


1 1 i 1 1 A 
= {a ut da = (x avi (x + y)2 ma 
jefetstejee jejeiget ee 


1 
= (Em SE djete 
ia o 


1 
(x + 2)4 2(x+1)1 xt 
KELJE 


St dpa Odra de 2 Zi 


1 3 
PRO NE) 


2.3. Izračunati integral / = I I { = dx dy dz, gdje je D oblast 
ograničena ravninama: 
x=1,x=3;y—=0, y=4;2=2, 2 5. 
2,4. Izračunati integral 1 = {{{ (1 — x) 2 drxdy dz, ako je D oblast 
ograničena ravninama x = 0, y = 0, Z= 0, x+y+z—-1= 0. 


Rješenje. 


Ako oblast D projiciramo na ravninu Oxy, dobit ćemo oblast Dxy = {x,y)/O X 
Zx£l1, 0 £y£S1— x} (sl. 2.1.). I 


SI. 2.1. 
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Zato je 


I = f{fa — x)yz dx dy dz = 
D 


1 1-—-x 1—x—y 


= |a—-adkx f 3dy | zdz= 
o (MM 


1-—-x 


a — x)dx {sr Sd 


U 
nie 
Stemu 


1—x 1--x 


I 2 
-if done) arija | (A — x)897 — 
9 0 


1 
—2(1 Ssandbaćiju 4) E _ ZgE 2(1—x) $+ 


" 2 3 


-—x 


+) == fa-o(ige za Te 


3 4 
Ir 1— 28 
= 6- 
= JA dx= (2 = 
24 24:6 144" 
o o 
Ako oblast D projiciramo na ravninu ) 1 
O ZZ£Zl—y}. Sada imamo 992, dobit ćemo Dy = 6; I 10SI s 


1—y 1—-y-z 


zdz J KRETE 


1 
I= fIJa = neda dy dz = (547 { 
D (U 149 


I 


0 (u 


2.5. Izračunati integral I — UNI dx dy dz ; gdje je D ob- 
(x+y+z+1)9 
last omeđena ravninama x = 0,y=0,z=0ix+y+z=1. 


Rezultat, 
1 SME" 
—n2——. ; 
2 16 JAZEKG Kama 


X 


2.6.  Izračunati integral I = U f z dx dy dz, ako je oblast D ograni- \ 
J ; 
čena cilindrom x? + y? = 1 i ravninama = 3 iz = 5. \ 


234 \ 
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Rješenje. 


! Vi 1 
te} | zdajdie Tai xdx 1 4=4 {= xzvVI— x dx. 
' 3 -1 -Vi-x -1 


Pošto je funkcija f(x) = x\/1 — x? neparna na segmentu (—1,1), to je 7 = 0. 


2.7. Izračunati integral I = { { { |x| dx dy dz, ako je oblast D ome- 


D 
đena površima x? + 92 = 1, z = X2 + 9? i ravninom z = 0. 


Rješenje. 


Projekcija oblasti D na ravninu Oxy je krug x2 + y? £ 1. Prema tome, dato pod- 
ručje integracije zadato je sistemom nejednačina: 


-15=x£=l, -VI—-XxyzVIi2, 


O £S2Z£XxX%+y). 


Imamo, dakle, 


1 Vi X+y 
ze JHMOME fIxldx {dy {dz= 
—1 Via 9 
1 = Via 
= {Ixlax {("+59dy} = ' pl (te vi 
-1 -V1i1—x 


H 1 
+ VR=9) dna | (VIR + EP) ra, 


Pi ) 


Pomoću trostrukog integrala izračunati zapreminu tijela omeđenog 
parabolobidom z = x? + y?, cilindrom x? + y? = 1 i ravninom 2 — 0. 
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Rješenje. 
I 1 vie 717 


v=J{f nade (a Le} zanat ; 


-1 -Vi-x 
I Ve v' 1: 
- Tux { €e+5d4= ((eVIOS+ 
-1_ -_Vi7 1 a): 
i 1 I M u 
gp IVNIEE) pa {| GELEF + VE) de Ix = sing) = 
o 


w|Aa 


8 8 Ž ua SME 
= (3 sin? z cos?t + cost?) dt = a (3 costt — 2 cost) dt =: 


= — 
ula 


=... =2 (sl. 2.2.). 


2.$. Pomoću trostrukog integrala izračunati zapreminu tijela omeđenog 
paraboloidima z = 2%2 + 272, z = X2 + y? i cilindrom 42 + yt 1. 


2.10.  Izračunati integral I = f { f zdxdy dz, gdje je D oblast odre- 
D 
đena sistemom nejednačina: 


z = SE mz SEJErRE 
OSMA, 129 2V3x 0 S2 VIR). 


Rješenje. 
Oblast D podijelit ćemo na dvije oblasti D, i D;, gdje je D, određena sis temom nejed- 
1 ae == 1 
načina O £x S 7, x£Ly£EV3X O=z=VI — x? — y?, a D, nejednačinama i "a 


2 Gr = 
Ya aVILG, Osz=VIi—xX—y.. 
Očigledno je D = D, U D;. 


I= {| zdxdy dz = {{{ zdxdydz+ {{{ zdxdydz. 
D "5 D, i 


,= {| saxdyaz = I dx_{ dy i. zdz= 


Di (O x 


ZSKE 


"(= o 


s 


2 v I 
-_{x| a—2—59d4y= | (WY dr+ 
0 x o 


+ 72 3VDx) S 
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G va 
VI Vi—n_y 
Teja Iza JE Pad 


D; ; 


Ž 


VvV2 EZ 
2. VIi_x a 
ae) PVI — x? 
= {= fa-=-594= { (sustdize) 
1 x 1 
2 2 
+= 2 12—9V3 
3 32 64 
Prema tome, 


A 16 —9%3 
(= kk ED= S PRVE, 
ry "132 196 


2.11. Pomoću trostrukog integrala izračunati zapreminu tijela koje je 
omeđeno površima z = xX%2 + y%, z=1—xX2—9y?. 


Rješenje. I I = 
V2 mne V2 


Date površi su paraboloidi, a oblast D data je nejednačinama — š 2 


—- Vi -XZzyaVl—x%,xXx+1y£z£l1xX%—y, 
vV2 


2 1—x—-y 
Kal eo { dx. GO = f dz = 
avi -Viza RIYy 
VŽ RG 
2  Vi-x 
=4( dx { mm) (ga vVi=F— 
Za (u ui (u . . 0 
Stage 12% a u VE 2 NRKONNe 


I 1 
-=vi= =) dx = J (ke a— VIA VI =) dx=. 
2.12. Pomoću trostrukog integrala izračunati zapreminu tijela koje je 
omeđeno Povreda čije su jednačine z =3—x—y", z=xX2 +y2— 1. 
2.13. Tzračunati integral I= ' ! { y dx 4 da 'akoj U oblast D omeđena 


sa. A poveši. 27 odd i alatom deo ti 29 +2z=2. 
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Rješenje. 


Površ 27 = x? je cilindrična površ čije su izvodnice paralelne sa osom Oz, a vodilja 
je parabola 27 = x? u ravnini Oxy. Ravnine y + 2 = 1, 27 + z = 2 sijeku koordinatnu 
ravninu 0xy (2 = 0) po pravcu y = 1. Pravac y = 1 siječe parabolu 2y = x? u tačkama 
T,(— 4/2, 1), T; (W2, 1). Projekcija date oblasti D na ravninu Oxy je oblast Dxy = 


S" 2 
= (6531 -Vi£=x£V2 " ZKJE 1} (sl. 2.3.). 


Zbog toga imamo 


IE Rad 


V2 1 21—y) v2 i 
= | ax{5ay {| a2=2 (ax (sa —pdy= 
-V2 = 1—y o ZE 
Ž 7 
Vij1I xx 8vV2 
(=- Ku 
=2/ 6 824 35 


2.144. Pomoću trostrukog integrala izračunati zapreminu tijela koje je 
omeđeno površima x? = y i ravninama y — 2 = 1, 2y+z=2. IG 


2.145. Izračunati integral I = | {{ 62 + 9") dx dy dz, gdje je D oblast 
D 
ograničena ravninom z = 2 i površi x? + y? = 22. 


Rješenje. 


Projekcija oblasti D na ravninu Oxy je oblast Dxyy = {(x,y)1— 2 £x£2, 
-VA- i azya=Vaox. i 


. | Uvedimo cilindrične koordinate (e, 9, z) tačke T, gdje su (0, g) polarne koordinate 
njene ortogonalne projekcije T' na ravninu Oxy. Prema sl. 2,4. očigledno je davaži:: 
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) x= 0c059,3y = Osin 9, 2 = 2. 


- 3 ' 
(e=V=+5, p=arctg, 2-2). 
x 


SI. 2.4. i 2.5. 


Element zapremine u cilindričnim koordina- 
tama je 


ededgdz2z, 
odnosno 
IJI de dg dz, 
gdje je 
0x 0x 0x I u 
cospg —esin gp 0 | 


- Dl6 2) _ 9 97 %Y sing ocosg 0|= 9. 

D(eP,Z)_ |0e 09 0z 

oz Oz 0z 

de 29 02 

Prema tome, ako uvedemo zamjenu (%), imamo: 
x? + 3? NE e? cost + e? sin? 9 = €%; 


o 0 1 


iz 

xx +1+y=2%ziz=2 
slijedi 

e) E 
7 S2Zztn\WaEg1h4=4 
slijedi i 
O £OeK2AOKDLAIT. 
Zato je 


ja Peres) e? odo dp dz = 


25 2 I 

aplfedo{ az { a {o ja SA) Ne Ra 
el dj at= | o pe (kelijai (ae 
o 0 


NN 
NN 
a 
De) 
bh 
a 
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2.16. Izračunati integral I = { { { zVx + ytdxdy dz, gdje je D 
S ! . 


oblast omeđena s donje strane ravninom z — 0, a s gornje ravninom z = x, 
te sa površi cilindra x? + y? = 2x i ravninom y = 0. 


Rješenje. 


Cblast D projicira se na oblast Dxy (ravnine Oxy) koja 
" je cmećena segmentom (0, 2) ose Ox i krivom y = V/2x — xt 
(sl. 2.6.). 


Ako uvedemo zamjenu promjenljivih: 


x = 00059, y = esinP, Z = 2, 


onda je 
X 
0542 5205P O XPS= 7, O K2S 00039 


T) 


X+y21=2X 
Vx+y=0. 


SL. 26. Zbog toga, imamo 
I= {=v= + yt dxdydz = {II 20? dp de dz = 
D D 


a 
2cosp EcOSp 


s si 
72 2 2c0sp 2 
d 2d 1 2od feta - 2 (co, d 1726; 
=| P re e (saz — | te p e —7 P = 155" 
('| o o o - o o 


2.17.  Izračunati volumen tijela oblasti D koja je data u zadatku 2.16. 


Rješenje. 


a 
2 2cosg eCOsp I 


el! sele U se ede I de mm 


Ld 
2cosg 


2 2 
8 6 
= | cosp de fede = | costp dp = 2" 
(U o 9 
2.18. Izračunati integral I = { ( { zVvVxa + ydx dy dz, gdje je D 
P ua i 
oblast ograničena cilindrom x? + 7? = 2x i ravninama 2 = 0,z=a(a 5 0), 
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2.19.  Izračunati integral I= U H we + y' de dz. gdje | je" oblast 


D omeđena površima x? + y= —zt, "= = " 
Rezultat, u Na = SEE: SE SR 


2.20. Izračunati volumen tijela omeđenog povela z=6 — 7? 
izz=4X+NPC2O). SG le Et 
Rješenje. 


Oblast D (sl. 2. 7.) Č čiji volumen treba izračunati omeđena je s donje strane e konusom 
ze xX% 419), a s gornje strane paraboloidom Z=6— xx — y3. Oblast Dxyy (U ravnini 
0xy) na koju se projicira D dobit ćemo ako z eliminišemo iz jednačina z = 6 — x? — 92, 
22 = x2 + 9?, tj. (6 — x? — 92) = x? + 92, Odavđe je 


36 — 12 (%% + 92) + (x2 + 928 = x2 + 92, 
(x? + 532 — 13 (+ 39) + 36 0. 


Rješenje ove kvadratne jednačine po nepoznatoj 
x? xX'. je. I ) = 


PARENJA 
i Uvedemo ! li zamjenu 1 promjenljivih: 
x = 0C059, y = osip, 2 = 2, 
imamo Rm ; TPNNE a 
OKPLIMO LOKI O E2ZE6—0. 


Pošto je oblast D simetrična u odnosu na koordi- SIL. 2.7. 
natne ravnine Oxz. i 0Oyz, to je i " 


y j I 
7 2 62 

v- eff ste = 0 | ore { ovfede | iz 
LEE S 

mjere ou = Ja 


1-9 


2.21.  Izračunati iitenići I = { { { E + + —) dx dy dsako je 
a UESEEE 


b2 
A xx 2? SRP a MU 
oblast D omeđena cilindrom — + — = Li ravninama 'y = 0; y = b(la=0, 
a c , 
b50,c5 0). u | me 
Uputstvo. I i 
Uvesti zamjenu: x = 8 E 08 9; z=cesnp 3 3. 
dxdy dz ' 
2.22.  Izračunati eu I= KEPIH ako je ob- 
Ve +y+CR_2} 
last D Črjeđena cilindrom "= + k-= = i i ravninama = —1ize1. 
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Uputstvo. 


Uvesti zamjenu x = 2 05 9,7 = o si 9, z = £. 


2 1 V10— 3 
Rezultat, 27 6 Vio— = TM) 
2 2-1 
.2.23. Izračunati zapreminu oblasti omeđene površima: 
a) %+ +, +2? = 


a a 


9 2Zz=xX4+y,Zz=x+y, I 
d X%+y+2=8, 21922 Hy 220). 


Rješenja: - 


. a) Oblast D omeđena sferom x? + y? + 2? = R? projicira se na oblast Dxy (ravnine 
0%y} omeđenu kružnicom x? -+ y? = R?, Ako uvedemo cilindrične koordinate x = £ COS p, 
y= o sin 9, 5124, Onda se oblas(.D' preslikava na oblast D': o £o £2, 2. +AX KR, 
OzoOo=R. 


= _ Otuda je. . E = 
"eIffeva{}{ area | u 


KR 
NENU = " 


Kos !. dz = efevr=pu = 7. 


' I x : = 
b) Oblast D omeđena-elipsidom Ž; + a +Ž=1(50,5%50, c20) pro- 
c 


3 z? 
jicira se na oblast Dyz (ravnine Oyz) omeđenu elipsom - ulleri — = 1. Ako uvedemo 


uopštene cilindrične koordinate: x = x, y = be C0S 9, z = am Pa P; onda se oblast D 
preslikava na oblast D': (so zmOSteba Pao a. 
Kako je. s 


mu D (x,y, 2) = boo 
D(x;, 0,9) ij 
imamo 
: 2 1 avio 
V= {| tcedpdedx= be | dp {| ode J dx = 
Pen 9 0 -wvie 
20% 1 avi? 1 
= 2be | dp {ode |a| vie ig s PE 
) ; 3 +; 
0' 0 F MED ko ; z : 
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c) Oblast D (sl. 2,8.) omeđena je s donje strane sa površi 22 = x? + 93, a.s gornje 
strane ravninom z = x + y. Kriva presjeka date površi i ravnine određena je sistemom 
jednačina H 


22 %x2 + py? 
Z=x+y. , 
Projekcija ove krive linije na ravninu Oxy je 

kriva + +yž=2(x+y), ili kk 1 ROG | 
—12=2. Uvedemo li zamjenu x—1=% . 
3— 1 = v, imamo 

22 = (u PIR (o + IJ=W+ 

+9%+2U+HVv)+2, 

z=u+v+2 

% + 12=2. 

D (x,9, 2) = 

D (u, v, 2) 7 


Ako uvedemo cilindrične koordinate: 


u = 0 COS 9, U = o sin 9, Z = 2, 


onda je: SI. 2.8. 


O £Pp£21 O S0OKVI, 


2 + 29 (cos p + sin 9) + 0? 
ZERO CO PEI) KO je o ep G(eokig ik SG). 


2 
J= 0. 
Zato je 
2a VI e(cosp+sing)+2 

V= {|| edpdedz= {| ao f ed I  dz= 

DP o 9; -2b2O(cosp sing) + 

2 

vi 
=T |C Wde=z. F 

0 


Ako površ 27 = x? + 972, ravninu z =x+y i krivu projekcije. presjeka, x+yt= 
= 2 (x + y) izrazimo u cilindričnim koordinatama, bit će: 


Z= —,z= e(cosg + sin P), e = 2 (c0s 9 + sin 9). 


NR, 


Kako je g S 0, to iz 9 = 2 (cos 9 + sin 9); slijedi - 


š suze . SP. SDROE eo I 
cos 9 + sing S 0, tj. sin (S — o) + sing — 2sin cos (2 — 9) 20, 
pa je ) 
64 z? ti a= 37 
25G PS ROG 
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"Prema tome, bit će } u 
a a x (s $x HF 
4 2Ucosp-+- sing) 


£, 
PALA 
d) Oblast D omeđena je s gornje strane sa. površi x2 4 924 22— 8) 4 s donje 
strane sa površi x? + y? = 22. Ako iz datih jednačina površi eliminiramo promjenljiva 
z, dobit ćemo - te ' 
Po + y,=4, 


što predstavlja projekciju krive presjeka datih površi na ravninu 0Oxy. 
Zamjenom promjenljivih: 


va (ff stvar ({| orden (a | o PO onom 
Ugo Do... D' = (U 


x = 0 C05.P,y = o sin 9, z = Z, 
oblast D preslikava se na oblast D': 


2 
0 £P£210O£0£2Ž22z2V8OE. 


2 
Bit će, dakle, I 
; 22 VS 
V={{{odpdodz= | dpf ode f dz= 
D' 00 2 
g : 


ZU _ 
se) GDE LJETI aa 


2.24.  Izračunati 


u xy og 
m(((( + 5+5)+4M4 
D 


ako je oblast D omeđena elipsoidom 


Rješenje. . 
x? 37? 
Projekcija oblasti D na ravninu Oxy je elipsa —+ mag 1. 
a 


Uvedimo zamjenu promjenljivih: 
Na x = a 0'C05 9, y U bosi Sela 
tada se oblast D preslikava na oblast D': I 
O£P£2MOROS=L-VIOPLuUŠVILE. 
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Kako je: J| = abco, bit će ; . ' - 


21 1 VI-e 


1=abe | dy {| ode I) (o? + u?) du = 
00 Ve 


1 


4mate { (evi — 02%+ asa) ede= ne e2= 2) = 


(U 
1 H 
NAJ labc x 
Anabe { (a -— a+ =) a1- 
0, ž š 
2.258. Naći =. NN 


2.26. Izračunati I = { J : { x2 dx dy dz; ako je oblast D omeđena sferom 
D 


xX%+y}+ 22 = R?, 


Rješenje. 
Ako su (e, 9, 9) sferne koordinate tačke T, kao što je označeno na slici (sl. 2.9.), tada je 


x = ecosgsine9 = o € 0, + 0) 
(Ax) = esing sin $ gp € {0, 21) 
2 = ecos9 SE (0, 2). 


Nadalje je 
e=VX+9+2 
p = arc ts Ž 
H Mo 


Š | 


$ = arctg - 
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Zapremina krivolinijskog paralelepipeda (Sl. 2.10) je približno jednaka (e A 9)- 
"(osin8+ Ap)- Ao, pa je otsin9: deded9 element zapremine u sfernom koordinat- 


nom sistemu, tj. 


dV" = |J| do dy d9, 


76,9, d) 


I 
PP 


Sl. 2,9. 


gdje je V' volumen oblasti D' (u sistemu Oe9g)} na koju se zamjenom (+%) preslikava ob- 
last D sistema Oxyz, i pri tome je 


= D(x,9,2) = o" sin9 
D (0, 9, 9) 
Ako uvedemo zamjenu promjenljivih (%%), onda se oblast D preslikava na oblast 
D:0£9£2, 0 KS LMOLOLZR. ' 
Zato će biti 


I= TIT mv dzdyde={{{ e% sin'9 costp do d9 dp =. 
D D' = 


bg 25 R R+ sz 257 
sin'9 d9 I costg dg !! efdo = 1 sin'9 d9 J (1 + cos 29) dp = 
0 o o o 0 
RO dž 
= 2) — ,, = 
5 I (cos?9 — 1) d (cos 9) TI 
0 


2.27. Izračunati / = { { { (x3 + y% + 22) dx dy dz, ako je oblast D 
D ae 


gornji dio kugle x2 +y3 + 2) £ R2, 2z 2 0. 


Rješenje. 
Ako uvedemo sferne koordinate (0, 9, 9), tada se oblast D preslikava na ob- 


x 
last D: O Ze£R,0 XP £25 029. 


- 
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Dakle, bit će 
I= {{{ +? + 2) dxdy dz = Mi ot sin SdodS dg =. 
D D' 


x 


R a 25 
H 2R5x 
= fetde{ sing 48 (4p= 
(u i o 90 


2.28. Izračunati !I = PIVE + xy? + zi dx dy dz, ako je oblast D 
D 
omeđena sferom x? + y? + _ 2? = 2. 


Rješenje. 
Ako uvedemo sferne koordinate, oblast D (sl. 2.11.) se preslikava na oblast D: 0 x 
= ; 
KLKOEeSLCCos9, OSI 5? OKOD£L 2, (120 = ecos92 0 cos 2 09058). 


Zato je 


I = NICE + 7) dxdydz = 


MMI ee sin 9 ded9 dg = 
D' 


bad 
2x 2 


(o 
0 


cos 


EJ 
2 
XX Tr, 
sin 9d9 I ge'de= 7 { sin 9 cos'8 49 = 
H o 


bg 
2 


+ 6. | COs59 NE4 
cos'8 d (cos 9) = | 5 | STE 
0 


2— nju Pr 


Nr 
2 


2.29. Izračunati I = ({{Vi + (2 +9%+ 22) dx dy dz, ako je ob- 
D u G 


last D kugla 
X%+y2+ 221. 


Rješenje. 
Ako uvedemo sferne koordinate, bit će £ 
E SPORO o 2aoox KS . 
ve III 1+ 02 +52+ 2")? dxdydz = | dp { sinsao { o /IFEde= 
D Zi I o Mi ; . 
1 


_— 8 
= 42 | EVIY ode = Sava D. 


o 
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2.30.  Izračunati 


I= NUGi2 y"dždy dž, 


ako je oblast D: 

a) %41y+2Z2x2 = 

b) + +, + 2 £S1, xx +9y+22£K22. 
Rješenja: 

a) Jednačine sfera x? + 9? + 2? = 1, x2? + 92 + 2? = 22 u sfernim koordinatama 
bit će: ; 

e= 1, o =2cos9. 

H , =" Ji ; NRA 
Presjek sfera je, 1 = 2 cos 9, tj. 9 = =" 
sz 

Oblast D preslikava se u oblast D: 15 o £ 2 cos 9, 0 dA PE =? OKp£Z2I 

(sl. 2.12.). 


Zbog toga je 


I1={{{Vo{yadxdy dx= 
D 


= {{{ e sints dede dp = 
DD 


EA4 
= . 
Isa f£' H zmd (mx 
= S | sin" (16 00s%9 — 1) d9 = 
0 


Si. 2.142. 


JE 
7 " 
mz ka Ma ug 
E PST ER _ —|. 
2 2 —6 
6) SS red 2 
b) Oblast D preslikava se na oblast D' U D7?: 
A ' Za KI = PB. 42" 
SA 
D":0 Ke £20059— £9£K arp PeM 
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Zato je 


PI VS+5 axdydz = {{{ o sin?e dedsyde + 
D D' F 


-E {{{ e sinte de dr = 
KO 
x E "= 
2x 3 1 2r 2: I 2 c059 
= { do{ sin'9 49 -( Ade + {'do fsinnsd9 {| "do = 
) 0 0 0 o 


wja 


bg 
2: 


22 2) I 


xz 
3 s ; 
% m i Ga 
= — i sin'9 d9 + 87 f sin"9 cost? d9 = —{—— —\|. 
2 : 4 \3 4 
0 


n 


3 
2.31.  Izračunati 


SG. ae 


gdje je D: RE 
a %+NP+4H2XxLK2, 4 +PL£K2Z; 
b + +y,)+22£K2, + +19N2 2. 


Rješenja: 
a) Jednačina sfere x2? + y" + 22 = 2 u 


sfernim koordinatama je 0 = vV. 2,2 jednačina 
cos $ 


araboloida x? 2=2,0= = 
ij xx a sin? 9 


Presjek ovih površi je: 


$ ma 
2 = = , V2 sin? 9 = cos 9, HM 


sin?9 


M/2 cost9 + cos 9 — V2= 0, 
tj. j 


V2 


= ? 
COs$ = ,; Đ= a Si. 2.13. 


Oblast :D preslikava se na oblast D' U D" (sl. 2.13.) 
a m 
D': LEGLA VhOLSCT OKDPD£L2UI, 


cos)? zx 


D'": S 
OS 05 + 4 


Ax 
44445 5522 
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Prema tome, bit će 
I = J IH) (x + y)2.dx.dy- dz =: ST} e% sin'9 (cos p.+ sin p)š de d9 dp + 
DP D 


+ ! 1 et sin'9 (cos p + sin 9)? de d9 dp = 
I" vE 


za kd 
2z zli 4 V2 2x 2. 
= |A + sin2g de | sina ds {| otde + {| A + sin 29) do | sin"9 ds 
o o 0 0 s 
4 
cos 9 a ka 
sin'9_ Za 4 2 
( da g8V2Žin { ; 909+7| cost 9 
= —— |.Si — ; 
Wise 5, a 5) sin'9 
o 9 x 
u 
s se = mz 
4 Ku 4 4 
J sina 49 = {A — cos?9) sin 9 49 = | sin 9d9 + { cos?9 d(cos 9) = 
0 0 9 9 
kd = a 
4 1 4 2. sva 
= — (cos $ — fcost9jyY = — — 7; 
I ), +7 i 1, 3 12 
= za 
= z 29 I $\e 1 
59 1 — sin29)2 $ 1—1 
= aga | PAO) ig |); VVa= {i 
sin'9 sin'9 KI 6 
= = I V2 
Š 4 TG 
Otuda je I 


PP p die Z (6VŽ— 19). 


b) Neka čitalac riješi. 
2.32.  Izračunati zapreminu oblasti omeđene površima: 


1. xx 192 + 2 = R9; 


2, ŠIXHiA_ 1, 
ae Bi 2 k 


3. +. +y+2zx=2ARxi%HNy=2(C220,22%X%+y7); 
4. (2 + 98 + 23%) = 20%; 
5. (2 + 98 + 23 = 3 xy2; 
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(Za Kazu 3X 
Ir = 


7", x2 +y+H2t=2, z=xX%+4y) (e2xX+3y; 


za Ž + 


zedraa 3 33 F 
8". CG) +) +) =1(250,b50,c5 0). 
a b)/' c : 


9". (ax + by + cg + dy)? + (ax + bay + cg2 + dz)? + (ax + 
+ bsy + cz + dt = 1, 


gdje je 
a, b1 6, 
a; bz c| £ 0. 
az bs cx 
Rješenja: 


1". Ako uvedemo sferne koordinate, bit će 


V= {{{axdydz= {{{ o?sin 9 de d9 dp = 
D P 


4Rtx 


i : 
EI s ( ode = 52 (vo in9d9 = 
o 


2". Uvedimo zamjenu promjenljivih: 
x = a osin $ cos 9, y=b o sin 9 sin P,_— 
Z = C0 cos, I! 


J = abce? sin?9 


Zato je 
2 x 1 
abc rx 
V= abe { dp { sin { "de = , 
(U 9 9 


3". Uvedemo li sferne koordinate, tada 
jednačina sfere x" + 7? + 2? = 2Rx u novim 
koordinatama ima oblik pe = 2R sin 9 cos 9, a 
jednačina konusa x?+ y?=2? ima oblik cos?9= 


= sin?%, tj. tg?9 = 1, odnosno 9 = — 


Prema tome; oblast D GE 2.14.) preslikava se na oblast D': 0 X 02 R sin $ cos p; 


9059 = 
= S £9xj. 
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Zato će biti : . : E 


V={{{adxdydz— {|f| o sin 9 do d9 dp = 
D PO. 


JE Tr ax Tr 
Z + 2R sin9 cosg 2 4 
. 8R? : 
= { ae f sin9d9 I gde =—— fav{ sin $ cost?) d9 = 
= 0 " o z 0 
2 2 
. zx. 
X 


c€os" p dp I sin'9 d9 = 
0 


sz 


4 


(1 — sin? g) d (sin g) I (1 — cost9), d9 = 
(H 


Im 


u so 

Ra % 

ku . 
= sja "2 S oj, NG ula 


PTT 
— 


2 


o 


Ha 
4. 
1 92 RE 
_ utezu grm {A — cos29)" de = 
0 


Ea 
,+ 
(1 — 2 cos 29 + cos? 29) d9 = f(1—2c0529+ 
: 0 


oo 
% 

= ala o 
o 
2 


Te 


4 
1 + cos49 8R 3 cos 49 R? 
HRT) 9 = 2 { (2 — 2 00529 + DE) 49 — Gr — 8): 
+ ) 9 (z cos29 OG 7 zo 8) 
0 


4". . U sfernim koordinatama, jednačina površi (x? + y? + 2?)2 = a%x bit će o = 
= 3/g" sin $ cos 9. Kako je o 2 0, to je a? sin 9 cos p 2 0 (a" sin 2 0) S cosp 2 0, tj. 


S = 
2,5"57T . 
_' Data oblast D preslikava se na oblast D: 0 x0 z/a sin 9 cosp, O SS KM 
a ba 
-7$P5=7T. 
Bit će 
=: 3 I 
. 2 zn Va? sin $ cos p 
v= {{{axdydz= do | sin 9 d I ede = 
D  _Z 0 (u 
2 


sr 


Ed 
Pa 
at . attr 
= I cos gp dp {f sinto dy =——" 
ba 
2 
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. 5", Pošto je lijeva strana jednačine date površi nenegativna, to se moraju uzeti one 
vrijednosti x,y, z za koje će proizvod xyz biti takođe nenegativan. Ovo će biti ako je: 


a %x50,y50,z50 (I oktant), 

b x£0,y£x0,z250 (II oktant), 
) 2£0,5y50,2z%0 (VI oktant), 
do x50,y50,z%0 (VIII oktant). 


Kako je data oblast D simetrična u odnosu na koordinatni početak, dovoljno je naći 
zapreminu onog dijela oblasti D iz prvog oktanta, i rezultat pomnožiti s četiri, 


Jednačina površi (xt+ y? + 22)3 = 3xyz u sfernim koordinatama glasi 
09 = 3 sin?9 cos 9 sin 9 cOS 9, 
ili 
e = /3 3/sin?9 cos 9 sin 9 cos 9. 


Dio oblasti D iz prvog oktanta preslikava se na oblast D': 


—— na) rx zx 
0 x=o= +/3 sin? cos Ssin gp cos 9, O£9x 7? 0£P£-. 


Zato je 


= ata A 
2 3 Vsints cos $sin pcosp 

V=4 4{a fs sin $ d$ { ade = 
o 0 


Jr a 

z. 2 
=4{s davao sin"39 cos $ d9 = 
0 


Ed Ea 

ž 7 
= 4 sinpd sing) { sin'$ d (sin 9) = +: 
(u (U 2 


6". Data oblast je simetrična u odnosu na koordinatne ravnine. Presjek date po- 
vrši sa ravninom x = 0 su dvije elipse simetrične u odnosu na osu Oz, koje osu Oy sijeku 
u tačkama — 5, 0, b. Presjek date površi sa ravninom y = 0 su takođe dvije elipse simetrične 
u odnosu na osu Oz, koje osu Ox sijeku u tačkana — 4, 0, a. Kriva presjeka sa z = 0 je 
elipsa. 

Ako uvedemo zamjenu: x = ao sin 9 cOs 9, y = bo sin 9 sin p, Z = co cos 9, imat 
ćemo 


OxoksnA, O SIKLNMOZpPLIIJ= abc o? sin 9. 


Prema tome, imamo 


V= {{{adxdydz abc {{{ sine de d$ dp = 
D PD 


2 sin 9 7 
4 aber abc 1? 
— sate { dp f sin do { et de = 3 { sina 49 = 4 
(U 0 0 (U 
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7". Zapremiinu date oblasti izračunat ćemo na slijedeći (vidi zadatak 2.31.a)) način: 
V= NI dxdy dz = MI e? sin 3 do d$ dg + IJI e: sin 9 de d$ dy = 
D D D" mm a 


kd cos9 
V2 22 sin'9_— 


ka 
= | do { sin 9 d9 { etde+ { do { sin $ d9 f etdo = 
0-0. (g o =: o 


4 
= " (8v2—7). 
2 2 2 
x 3 7 3 z će ! 
8". Presjek površi C) + E) + CE) = 1 i ravnine z = 0 je kriva linija 
2 2 . 
PNE y 3 
CE) % (E) = 1 (astroida). Takođe, presjeci 


s ravnima y = 0, x = 0 su ostroide. 


Data površ je simetrična u odnosu na koor- 
dinatne ravnine. 


Ako uvedemo zamjenu promjenljivih: 
x = a e" sin'S cOS9 9, 


y = b O sin'9 sim? 9, 


Z=C0cog$, 


SI. 2.15. 


Zi Ž a 
x\3 y\? Ž,3 
oblast D koju omeđuje površ ) + G) + ) = 1 preslikava se na oblast 
a c/.- 
D:O£e=h,O=S9£AMOS£OKLI. 
S 3ae? sin'9costg 3ae" sin"9cos% p cos + — 3ae? sin"8 cost9 sing 
D(x,y,2Z : ; , U d F 
D(532)_| ko? sin%9 sing _ 3bo? sin?9 sin'p cos 9. 360" sin'9 sinžp cosp {= 
D (e,$,P) SME Ma ae" Ć 
3ce? cos'g ., —3ce? cos?) sin $ 0 
sin%9 costp sin?$cos%p cos $ — sin? $ cos? 9 sing |" 
27 abco" | sin'$ sin%"y sin?9 sin%gy cos $ sin'$ sin?%p cos p = 
cost $ — cost$ sin 9 0 
= 27abce" (sin5$ sin?g costp cost9 + sin78 sin?p costp cost$ +; 
+ sin59 sing costp cost9 + sin79 sinfp C0stgp cost8) = 
= 27abce" (sin59 sin"p costg cos?$) (cos?9 + sin? 9) + 
—+ sin$9 sinfp cos?$ cos?e (cos?$9 + sin? $)) = 


= 27abce" sin5$ sin?g costp cos?$ (cos? s + sin? 9), 


J = 27abce? sin5%$ cos?$ sin? p cos? 9. 
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Imamo, dakle, 


V = 27abc II e" sin" $ cos?$ sin? p cost gp de dede = 
pe 
25 = 1 
= 21abc | sintg costy dp | sin59 cost9 49 | "de = 
(vy (9 (U 
se = 
1 
= sate { im wa fa — cos? 9)€ cos? sin 9 d$, 
0 — (U ; 
2x 2x o 
1 
| sin 29 de S I I — cos4g9) dp = 1; 
o o 


Ha 
fa — cos?9)? cos? 9 sin 9 d9 = {cos 9 = t} = 


(U 
1 
16 
= 1— PP) Nnd = — 
J ( ) 105 
-1 
Otuda je 
Aabe sc 
V= : 
35 
Drugi način. 'Ako uvedemo zamjenu x = au?, y = bv?", Z = c", onda se data površ 


preslikava na površ u? + 9? + o? = 1. Funkcionalna determinanta je J = 27 abcuvt 9). 
Ponovo uvedemo zamjenu: u = o sin $ cos 9, U = e sin 9 sin p, w = g c0s 9, tada je 


J= et"sn$, O el, O SIMA OLZLDLZ2ITI. 
Bit će 
V= JJ az dz = 27 abc { | { učvto? dudvdo = 
D D 
4 aber 


= 27 abc TH e? sin59 cos?9 sing cost de de dp = 35" 
DD" " 


9", Uvedimo nove promjenljive U, U, OI 
u = ax + by + oz 
U = ax + by + CZ 
w = azx + bay + €32. 


" Prema tome, data površ u sistemu (x, y, 2) preslikava se na sferu u? -. 9? | wt= 1 
1 sistemu (u, v, w), pri čemu je 


a bh a 
D (4,0, v) 
—— =|a bc, =H. 
D (x,y, 2) ki 8j a na 
as by cx 
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Kako je za dato preslikavanje (koje je regularno) 
D(2,9,2) D(4,v, 0) 
D (4,0, 0). D(x1,3,2) 


3 
to je 


D(x,y,)_ 1 


D (u, v, V) H' 
Zato je 


Kalista) O mlf{aavdo= 


_ {i An 
AL 3 


; (jer je u? + 9? + w? = 1 lopta poluprečnika R =:1). 
2.33. Izračunati 1 = {{{ xy? 29 dx dy dz, ako je oblast D ograničena 
D 
površima z = xy), y = x,X = 1,2 0. 
2.34.  Izračunati 


={{{ dxdy dz 
Mu (x+yHz+1}" 


gdje je D oblast omeđena ravninama x = 0,y = 0,z=0,x+y + =1. 


. 2.35. Izračunati / = f II { xy dx dy dz, gdje je oblast D omeđena po- 
vršima 

y? = a2, y? = bg (y = 0), z = ax, z = bx, zZ=h 

(a= 0,55 0, kh = 0). 


2.36.  Izračunati 


dx dy dz 
=|{|| Vat—x—yt—z)? 
D 


ako je oblast D ograničena ravninama x = 0, y = 0, z = 0 i sferom x? + I 
+ zx=d. 


2.37.  Izračunati 


I= {TJ (ee? + b72 + c2?)3 dx dy dz, 
D O 
L 
ako je oblast D: 


ax}; +e2ž £I (50,5 0)i1 0 SySb.. 
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2.38.  Izračunati 


I={{{Gx+5+ 2) dxdydz, 
D 


gdje je oblast D: 
xX%+y Hz LSK3A i 2a2 2 XX + y) 
2.39.  Izračunati zapreminu oblasti omeđene površima: 
1. z=Vx2 198, 2 = XX +y; 
2". XX + 9? = 2a2, 7? + 22 = 2ax, Z = 0 (a 0); 
32. (2 + 92 + 223 = 225 (a S 0); 
4%7 (2 +35% + 22 = (At +yR (a5 0); 
15% 2 +, +2£2=1, % +y + 2) = 16, 2 = xX% + y), 


ravninama 
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